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مدل انتشاري لجستيك
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Turing InstabilityTuring Instability
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:Turingمثالي از ناپايداري 
چرا بدن حيوانات نقشهاي متفاوتي ميگيرند؟گ
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Murray’s theory

Murray suggests that a single mechanism could be

responsible for generating all of the common patternsresponsible for generating all of the common patterns

observed. This mechanism is based on a reaction-diffusion

system of the morphogen prepatterns and the subsequentsystem of the morphogen prepatterns, and the subsequent

differentiation of the cells to produce melanin simply reflects

th ti l tt f h t tithe spatial patterns of morphogen concentration.

Melanin: pigment that affects skin, eye, and hair color in humans and otherp g , y ,
mammals.

Morphogen: Any of various chemicals in embryonic tissue that influence
the movement and organization of cells during morphogenesis by
forming a concentration gradientforming a concentration gradient.



مدل ساده شده
( , )t UU D U U RU Va r= D + - - ( )

( ) ( , )
t U

t VV D V V RU

UV

Vg b
d

r= D + - -

( , )
UV

UR V
e U U

d

m e
=

+ + 2

مستطيل: ناحيه
ط )ا fl )( , ) ( , )a b´0 0 (no flux)دم و سر :شرايط مرزي

)تناوبي(بدن 
U V

( , ) ( , )

, ,x x a x x aU V= == =0 0 0



( ) ( ) ( )( ) b tflì D +ï ( , ) ( , ) ( , ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , )

( ),
t

t

x y a b t

u t y u t a y u t x u t x b u t x u t x b

u u f u v

v d uv g v

l
l

ì = D +ïïïï = D +
Î ´ >

ïïíï

0 0 0

( , , ) ( , , ) , ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) , ( , , ) ( , , ), ( , , ) ,( , )
x x y y

x x y y

u t y u t a y u t x u t x b u t x u t x b

v t y v t a y v t x v t x b v t x v t bx

= =ïïïïï

= =
= =ï =î =

0 0 0 0
0 0 0 0

:شرط پايداري حالت تعادل            ، در مدل بدون انتشار ( , )u v0 0

detu v J
f f

J g f g f gf trJ
æ

=
ö÷ç ÷= +ç > = <det ,, v v u u v

u v
uJJ g f g f g

g g
f trJ=÷= - +ç ÷ç ÷÷çè

> = <
ø

0 0



:شرط ناپايداري حالت تعادل           ، در مدل همراه با انتشار ( , )u v0 0

D Jl mDY + Y = Y ( , )
( , )

( )

u x y
x y

æ ö÷ç ÷Y = ç ÷ç ÷( , ) ( , )

( , ) ( , ), ( , ) ( , )
x xy a y

x x b x x b

Y = Y =
Y = Y Y = Y

0 0
0 0

( , )
( , )

y
v x y ÷ç ÷÷çè ø

( , ) ( , ), ( , ) ( , )y yx x b x x bY Y Y Y0 0

.لااقل يكي از مقادير ويژه    در شرط              صدق كند mRem³0 ر ژ و ر ي m³ل

,( , ) cos( )cos( )m n
n x m y

x y V
a b
p p

Y =
2

,

, , , ,( )m n m n m n m n

a b
n m

J k DV V k
a b

p p
l m- = = +

2 2 2 2
2 2

2 2
4

, ,( ) ( )m n m n

a b
tr J k D trJ k dl l- = - + <

2 2
2 2 1 0



, , ,det( ) det ( )m n m n u v m nJ k D J k df g dkl l l- = - + + <2 2 2 4 0

( ) det ( )u vh w J w df g dwl l= - + +2 2

( ) det , ( )h J hl ¥ = ¥= >20 0

( )df gl +

تنها براي تعداد متناهي       ، خواهيم داشت

( )h

,m nk
2

,( )m nh k <2 0
( )u vdf g

w
d

l +
=0 .مينيمم تابع        در نقطه                        به دست مي آيد2 ( )h w

( )
( ) (det )u vdf g
h w J

d
l

+
= - <

2
2

0 0
4d4



) Turingشرايط ناپايداري  )tu u f u vlì = D +ïï
)پ , )

( , )
t

t

u u f u v

v d v g u v

l
l

D +ïïíï = D +ïî

, det,u v
u v v vu u

u v

trJ
f f

J f g g f g
g

f
g

J
æ ö÷ç ÷= + -ç ÷ç ÷÷çè ø

= < = >0 0
u vè ø

, ) det(u v u vdf g df g d J+ > + - >20 4 0

( ) tu t x y n x m yp pæ ö÷ç 2
,

,

,
( )

( , , )
cos( )cos( )

( , , )
m n

m n

t
m n

h k

u t x y n x m y
e V

v t x y a b
m p p

<

÷ç ÷ »ç ÷ç ÷÷çè ø
å
2 0

2



1 0,n m= = 1 1,n m= =

2n m= =2 0,n m= = 3 1,n m= =

4n m= =4 0,n m= =
5 2,n m= =



.ناپايدار هستند) مد(نقشهاي شكل گرفته متناسب توابع ويژه-1
شوند كه     مدهاي ناپايدار با پارامترهاي       مشخص مي - 2 ( , )d l

D 1

مقدار-3 كه شوند م ظاهر وقت باشدdنقشها نقشهابزرگ اين و
,V

U U

D
d

D D
l= =

1

و اين نقشها  . بزرگ باشدdنقشها وقتي ظاهر مي شوند كه مقدار3
.متناظر دنباله                             به دست مي آيند ,m n

n m
k

a b

p p
= +

2 2 2 2
2

2 2
4

( )h k2 a b
  باشد، كوچك b وقتي - 4

ترمحتملراهراهنقشهاي
cd d=

cd d<

d d
ي رملرره
  باشد بزرگ b وقتي .هستند
ميخاليخالنقشهايامكان

cd d>

ين ييله
k.رود 2



b:  1مثال
a

= 2
a

, , , , ,, , ,k k k k kp p p= = - = - = = -2 2 2
00 01 11 20 0 20 2 4, , , , ,

, , , , ,, , ,k k k k kp p p= = - = - = = - 2 2 2
21 12 2 2 3 0 0 35 8 9

b:  2مثال
a

= 20
a

, , , ,, , ,k k k k

k k k

p p p

p p

= = - = - = -

= = =

2 2 2
00 10 20 3 0

2 2

0 4 9

16 1

است، و نمي تواند  ) يا حلقوي(نقش بدن مارها هميشه راه راه:قضيه
, , ,, , ,k k kp p= - = = - 4 0 100 0116 100

ري ر ي ر ن ب ويش وي ي و
.خال خالي باشد



Snake pictures (stripe patterns)



هيچ حيواني با بدن راه راه و دم خال خالي وجود ندارد، اما   :قضيه
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