ŚûéŘÂð üĺŘbď ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ

üĺÀì ÀÞ¡õ ôŚŞŊ üÜä ÀÞa ¡õ ÓþÂł üţãĂň ùŚÚÈœŘć ,ÂŮĄČşõŚî üĺÀĂúõ ùbÀØÈœŘć

ùÀČØİ

öćďøŊ ťĺÀŞ ýŘÂŞ .ÝþŘĆţąŘćÂŢ ŚûéŘÂð üĺŘď ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ üśþÂÖŮ ýŚûÝţþďĄÚóŘ üĺď ÂŞ ĆŞ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć ýŚû ÝţþďĄÚóŘ Ćî ŘÂİ ÀĂţÆû üŮĎŚÞţ§Ř ýŚûÝţþďĄÚóŘ ÀœŘùÀł ü§ŘÂÏ ŘfÂČąŘ Ćî üþŚû ÝţþďĄÚóŘ ,ÂţúŞ řþÂÖŮ řþÂő Œþ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć .ÀĂÈ£Ş ćĄśúŞ Řď üĺŘď ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ ùÀõŊ ťĺÀŞ řþÂÖŮ řþÂő ÀœŘĆţÆœŘĄţœ ùÀł ĆŐŘďŘ ĆœŚÊþÂ§ .ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ O(n/ log n) řþÂÖŮ řþÂő ŚŞ Śû éŘÂð üĺŘď ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ ĆœŚÊþÂ§ ÝţþďĄÚóŘ

.ÝţþďĄÚóŘ ÛČÜ¡Ů ,üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ ,ŚûéŘÂð ýÃČõŊ Ùœď :ŚûùęŘøÀČÜî

ĆõÀÖõ 1

ğŘď øć ž Č û Ć î ýďĄ Ï Ć Ş À łŚ Ş ü õ éŘÂ ð ğĄ Őď Ć Ş Ś û Ù œď öćŘć ť ś Æ œ ,G = (V, E) éŘÂ ð ü ĺŘď ýÃ Č õŊ Ù œď .ÀłŚŞ üõ ÛÖţÆõ ĆäĄÞźõ k ĆŞ ğĄŐď ěŘÂêŘ ,Ùœď k ŚŞ G éŘÂð ýÃČõŊ Ùœď ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ ÀĂłŚśœ ÙœÂÞû ýďøŚźõ ÇþŚÞœ χ(G) ŚŞ Ćî ÀĂõŚœ üõ G^1 üÚœď ćÀä Řď ÀłŚŞ üõ ěŚČœ G éŘÂð üĺŘď ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ Ćî üÚœď ćŘÀãŮ SSþÂţÞî ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ ýćŚþě üśþÂÖŮ ýŚû ÝţþďĄÚóŘ .ÀłŚŞüõ NP-hard ĆóŚÆõ éŘÂð Œþ üÚœď ćÀä SSČČãŮ .ćĄł üõ ùćŘć ,ğŘď n ŚŞ ŚûéŘÂð ĆÞû ýŘÂŞ ,ťśÆœ ÝÞþÃîŚõ ÂŞŘÂŞ ýÃČõŊ Ùœď ÝţþďĄÚóŘ řþÂÖŮ řþÂő .ÀœŘ ùÀł đÂÎõ Śû éŘÂð üĺŘď .ÀłŚŞ üõ ěŚČœ ćďĄõ Ùœď ćŘÀãŮ ÝÞČĂČõ ĆŞ ùÀł ùćŚÔţĺŘ ýŚû Ùœď ćŘÀãŮ ďć .ćÂŞ ôŚœ Řď ŚûöŚ¡ţõŘ ýÀĂŞ öŚõě öŘĄŮ üõ ĆœĄÞœ öŘĄĂä ĆŞ Ćî ćďŘć ýćŚþě ýŚûćÂŞďŚî Śû éŘÂð üĺŘď ýÃČõŊ Ùœď ťþŚÔî ĆóŚÆõ Û§ ýŘÂŞ üśþÂÖŮ ŠŘĄŻ ø ÀłŚŞ üÞœ ěŚČœ ćďĄõ ÕČìć ŠŘĄŻ Àł Âîč Ćî üóŚůõ ÀĂœŚõ ŚûćÂŞďŚî ěŘ ďŚČÆŞ .ÀĂîüõ

Chromatic Number^1

ŚŞ ĆœŚÊþÂ§ üÞţþďĄÚóŘ ,ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ Ćî Àł đÂÎõ 1974 ñŚĺ ďć johanson ÍĺĄŮ üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ SSČóøŘ O(n^{1−1/(k−1)} ) ěŘ Ćî ćÂî đÂÎõ Řď üÞţþďĄÚóŘ 1983 ñŚĺ ďć wigderson .ÀłŚŞ üõ O(n/ log n) řþÂÖŮ řþÂő ěŘ Ćî Àł ü§ŘÂÏ blum ÍĺĄŮ ýÂÚþć üÞţþďĄÚóŘ .ćÂî üõ ùćŚÔţĺŘ G ÂþÁŢ Ùœď k éŘÂð ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ Ùœď üÜî ťóŚ§ ďć ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ Ćî ćÂî üõ ùćŚÔţĺŘ G ÂþÁŢ Ùœď 3 éŘÂð ýŘÂŞ ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ Ùœď O(n^{3/8} log^{8/5} n) ÝţþďĄÚóŘ widerson .ÀĂî üõ ùćŚÔţĺŘ G ÂþÁŢ Ùœď k éŘÂð ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ Ùœď O(k^{1−1/(k−4/3)} log^{8/5} n) ěŘ Ý ţ þďĄ Ú óŘ ùÀ õŊ ť ĺÀ Ş ř þÂ Ö Ů ř þÂ ő SS þÂ ţ ú Ş .ćÂ î đÂ Î õ O(n(log log n/ log n)^2) ř þÂ Ö Ů ř þÂ ő Ś Ş ýÂ Ú þć ÍĺĄŮ Ćî ýÂÚþć ÝţþďĄÚóŘ .ÀłŚŞ üõ O(n(log log n)^2/ log^3 n) řþÂÖŮ řþÂő ýŘďŘć Ćî ÀłŚŞ üõ ]1[halldersson éŘÂð ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ Ùœď min{O(Δ^{1−2/k} log^{1/2} Δ log n), O(n^{1−3/(k+1)} log^{1/2} n)} ěŘ Àł đÂÎõ ]2[karger Śû Ùœď ćŘÀãŮ Ćî ťĺŘ üÞţþďĄÚóŘ ŚúĂŮ ø ťĺŘ üŮĎŚÞţ§Ř ÝţþďĄÚóŘ Œþ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ .ÀĂî üõ ùćŚÖţĺŘ G ÂþÁŢ Ùœď k ěŘ Ćî ťĺŘ ùÀł đÂÎõ ÃČœ ğÀ§ SSþÀĂİ ùÀł ĆŐŘďŘ ýŚû ÝţþďĄÚóŘ ÂŞ ùøĚä .ÀłŚŞ üõ ,éŘÂð ĆŻďć ÝÞþÃîŚõ ,Δ ğŚĺŘÂŞ : ćÂŞ ôŚœ Řď Âþě ğÀ§ öŘĄŮ üõ ĆÜÞŻ

c ≥ 3 Œþ ýŘÂŞ O(n/ log^c n) ,ćďøŊ ťĺÀŞ Śû éŘÂð üĺŘď ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ öŘĄŮ üõ Ćî üśþÂÖŮ SSþÂţúŞ ğÀ§ .ÀłŚŞ üõ

ÀûŘĄą öŚČŞ ÝţþďĄÚóŘ ÛČÜ¡Ů 3 Ç£Ş ďć ø Àł ÀûŘĄą ĆŐŘďŘ üĺŘď ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ ĆœŚÊþÂ§ üÞţþďĄÚóŘ 2 Ç£Ş ďć .ťĺŘ ùÀł ùćďøŊ ű¡Ş ýÂČð ĆźČţœ ø ĆňĚą 4 Ç£Ş ďć ôŚźœŘÂĺ ø Àł

üĺŘbď ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ ĆœŚÊþÂ§ üÞţþďĄÚóŘ 2

ÛÖţÆõ ýŚû ĆäĄÞźõÂþě ĆŞ öŘĄŮüõ Řď V ĆäĄÞźõ ŰďĄň SSþŘ ďć .ÀłŚŞ ÂþÁŢ Ùœď k ,G = (V, E) éŘÂð ÝČĂî üõ ŋÂê V_1, · · · , V_k ýŚû ĆäĄÞźõÂþě ěŘ üØþ ýÂŮĄśî ĆœĎ ÛňŘ ÕśÏ ÝČõŚĂŞ n Řď G ğĄŐď ćŘÀãŮ ÂðŘ .ćÂî ěŘÂêŘ V_1, · · · , V_k ěŘÂêŘ üþŚû ĆäĄÞźõÂþě ĆŞ ùŘĄ£óć ĆŞ Řď éŘÂð ğĄŐď ĆäĄÞźõ .ÝČõŚœüõ V_l Řď ĆäĄÞźõÂþě SSþŘ ;ÀłŚŞ üõ ğŘď n/k ýŘďŘć ÛňŘ ÕśÏ .ÀłŚŞ üõ^n_{k∗logk n} ÂŞŘÂŞ ŚûĆäĄÞźõÂþě SSþŘ ćŘÀãŮ ;ÀłŚŞ ŘďŘć Řď ğŘď k ∗ log_k n ĆäĄÞźõÂþě Âû Ćî ÝČĂî üõ Śû ĆäĄÞźõÂþě SSþŘ ěŘ üØþ ýÂŮĄśî ĆœĎ n/k_n k∗log_k n = log_k n

ěŘ .ÀĂłŚŞ üõ ÛÖţÆõ ÃČœ ğŘď log_k n SSþŘ ťĺŘ ÛÖţÆõ V_l ĆäĄÞźõ öĄİ Ćî ÀłŚŞ üõ ŘďŘć Řď V_l ĆäĄÞźõ Âþě ěŘ ğŘď (k ∗ log_k n) ∗ n öŚõě ďć Řď ÛÖţÆõ ğŘď log_k n öŘĄŮ üõ C^{k∗logk n}_{logk n} ≈ n ø ćďŘć ğŘď k ∗ log_k n ĆäĄÞźõ Âþě Âû Ćî ŚźœŊ üìŚŞ éŘÂð ;ÝČĂî üõ éÁ§ éŘÂð ěŘ ø ÝČûć üõ ńŚÊţąŘ Ùœď Œþ ùÀõŊ ťĺÀŞ ÛÖţÆõ ğŘď log_k n ĆŞ .ćÂî ŘÀČŢ éŘÂð ğĄŐď ĆÞû ťþŚúœ ďć ŚŮ ÝČĂî üõ ďŘÂØŮ ùÀœŚõ üìŚŞ éŘÂð ýŘÂŞ Řď ëĄê Û§ŘÂõ .ťĺŘ ÂþÁŢ Ùœď k öŚĂżÞû ùÀœŚõ üõ ùćŚÔţĺŘ Ùœď ćŘÀãŮ Œþ ěŘ ÝţþďĄÚóŘ k Âû ýŘěŘ ĆŞ ÝČĂî üõ ďŘÂØŮ k = 1, · · · , n ýŘÂŞ Řď ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ .ÀœĄł Ùœď üõ ÂŞ Ùœď ćŘÀãŮ Œþ ŚÞţ§ k ≥ χ(G) ýŘÂŞ ŚõŘ ÀĺÂœ Śþ ÀĺÂŞ ËìŚĂŮ ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ k < χ(G) ýŘÂŞ ťĺŘ SSØÞõ)ÀĂî ÛØł ĆŞ Řď ÝţþďĄÚóŘ öŘĄŮ üõ ÕČìć ďĄÎŞ .ÝþÂČð üõ ÂÑœ ďć ÝţþďĄÚóŘ üŻø Âą öŘĄĂä ĆŞ ćŘÀäŘ SSþŘ SSþÂţÞî Ćî (ÀœŘćÂð : ćÂî öŚČŞ Âþě

: (m = n, no color_k = 0)ùÀŞ ôŚźœŘ Řď Âþě Û§ŘÂõ k = 1, · · · , n ýŘÂŞ (1

k ∗ log_k m ĆäĄÞźõÂþě Âû Ćî SSî ěŘÂêŘ üþŚû ĆäĄÞźõ ĆŞ ùŘĄ£óć ĆŞ Řď éŘÂð ěŘ ùÀœŚõ üìŚŞ ğĄŐď ĆäĄÞźõ (a) .ÀłŚŞ ĆţłŘć ğŘď .ÀĂłŚŞ ÛÖţÆõ Ćî SSî ŘÀČŢ Řď ğŘď log_k m ĆäĄÞźõÂþě Âû ďć ĄźţÆŻ ŚŞ (b) ěŘ Řď ğŘď log_k m .ùÀŞ ÇþŘÃêŘ üØþ Řď no color_k ø ùÀŞ ńŚÊţąŘ Ùœď Œþ ùÀõŊ ťĺÀŞ ğŘď log_k m ĆŞ (c) .ø ÂŞ 1a ĆÜ§Âõ ĆŞ ťĺŘ ùÀœŚõ üìŚŞ üĺŘď ÂðŘ .m = m − log_k m ø SSî éÁ§ éŘÂð

.ÂČÚŞ ÂÑœ ďć ÝţþďĄÚóŘ üŻø Âą öŘĄĂä ĆŞ Řď ćÀä SSþÂţØİĄî (k = 1, · · · , n)no color_k SSČŞ ěŘ (2

ÝţþďĄÚóŘ ÛČÜ¡Ů 3

ÝţþďĄÚóŘ řþÂÖŮ řþÂő 1.3

ĆÎŞŘď SSþŘ ;ćďøŊ ťĺÀŞ ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ĆÜ§Âõ Âû ďć ùÀœŚõ üìŚŞ ğĄŐď ćŘÀãŮ ěŘ üţÈðěŚŞ ĆÎŞŘď Œþ öŘĄŮ üõ k Âû ýŘěŘ ĆŞ : ťĺŘ Âþě ÛØł ĆŞ üţÈðěŚŞ

a_1 = n; a_{i+1} = a_i − log_k a_i

ĆÎŞŘď SSþŘ Û§ .ćĄł üõ ùćŚÔţĺŘ Ùœď j ěŘ ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ ŰďĄň SSþŘ ďć a_j < 1 Ćî ÀłŚŞ ýćÀä SSþÂţØİĄî j ÂðŘ ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ ÀĂţÆû ĳČ¡ň ćŘÀäŘ ÝČĂî üõ ùćŚÔţĺŘ Ćî ýćŘÀäŘ Ćî ŚźœŊ ěŘ ŚõŘ .ťÆČœ ÂþÁşœŚØõŘ üðćŚĺ ĆŞ üţÈðěŚŞ ŚŞ Řď ùÀł ùćŚÔţĺŘ ýŚû Ùœď ćŘÀãŮ öŘĄŮ üõ ťĺŘ öŊ ĳČ¡ň ťÞÆì ďĄÑĂõ ťÖČÖ§ ďć ğŘď log_k n ÝČþĄð üõ üţìø : ćďøŊ ťĺÀŞ Âþě ÛØł ĆŞ n = k^{x+1} ŋÂê k^{x+1} − k^x x + · · · + k^2 − k^1 1 : ťłĄœ Âþě ÛØł ĆŞ öŘĄŮ üõ Řď ŰďŚśä SSþŘ Ćî

(k − 1) ∗ ( k^x x + · · · + k 1 ) ÝþďŘć Ćî ŚźœŊ ěŘ ŚõŘ k^x x + · · · + k 1 = ∫_k 0 t^x − 1 t − 1 dt ≤ ∫_k 0 t^xdt = k^{x+1} x + 1

= O(n/ log n)

,Ùœď O((χ − 1) ∗^n_{log n} ) ÂůîŘÀ§ ŚŞ ťÔð öŘĄŮ üõ SSþŘÂŞŚĂŞ ćĄŞ ÀûŘĄą k = χ ŚŻ Œþ ďć ÀĂî üõ ÂČČçŮ n ŚŮ 1 ěŘ k ø ÂŞŘÂŞ ÝţþďĄÚóŘ řþÂÖŮ řþÂő ÀłŚŞ üõ χ ÂŞŘÂŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ öĄİ ø ćÂî ýÃČõŊ Ùœď öŘĄŮ üõ Řď éŘÂð O( χ − 1 χ ∗ n log n

) = O( n log n ) .ćĄł üõ

ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ öŚõě 2.3

üþŘÂŻŘ öŚõě 1b ĆÜ§Âõ ø ćďŘć O(1) ěŘ üþŘÂŻŘ öŚõě 1a ťÞÆì ďŘÂØŮ Âû ýŘěŘ ĆŞ .ćĄł üõ ďŘÂØŮ ďŚŞ n ÝţþďĄÚóŘ 1 ťÞÆì öŚõě O(n) ĆäĄÞźõ Âþě Âû ďć ĄźţÆŻ ø ÀłŚŞ üõ^n_{k∗logk n} ÂŞŘÂŞ Śû ĆäĄÞźõ Âþě ćŘÀãŮ Ćî ŘÂİ ćďŘć O(^n_{k∗logk n} ∗ n) ěŘ ğŘď Œþ ÛìŘÀ§ ĆÜ§Âõ Âû ďć Ćî ŚźœŊ ěŘ ø ćø ď üõ 1a ĆÜ§Âõ ĆŞ üĺŘď öÀœŚõ üìŚŞ ŰďĄň ďć 1c ťÞÆì ďć .ćďŘć ěŚČœ 1c ø 1b ,1a Û§ŘÂõ ýŘÂŻŘ öŚõě SSþŘÂŞŚĂŞ ÀłŚŞ üõ ďŚŞ n ÂůîŘÀ§ Śû ľÂŢ SSþŘ ćŘÀãŮ ćĄł üõ Ùœď O( n k ∗ log_k n ∗ n ∗ n) = O( n^3 k ∗ log_k n ) ÝţþďĄÚóŘ 2 ĆÜ§Âõ öĄİ ø ćĄł üõ ôŚźœŘ O( ∑_n k=1 n^3 k∗log_k n ) öŚõě ďć ÝţþďĄÚóŘ 1 ĆÜ§Âõ ťÔð öŘĄŮ üõ ÅŢ .ÀłŚŞ üõ

ěŘ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ öŚõě Ûî ďć (ÝÞČĂČõ öćÂî ŘÀČŢ)ćĄł üõ ôŚźœŘ O(n) öŚõě ďć O( n∑ k=1 n^3 k ∗ log_k n ) .ťłŘć ÀûŘĄą O(n^4) ěŘ üþŘÂŻŘ öŚõě ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ÝČĂî ĆśĺŚ¡õ řþÂÖŮ ŚŞ ëĄê áĄÞźõ ÂðŘ Ćî ÀłŚŞ üõ

ýÂČð ĆźČţœ ø ĆňĚą 4

ñŚĺ SSþÀĂİ üĺŘď ýÃČõŊ Ùœď ćŚþě ýŚûćÂŞďŚî ÂÏŚą ĆŞ Śû éŘÂð üĺŘď ýÃČõŊ Ùœď ýŘÂŞ üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ öćÂî ŘÀČŢ řþÂő Śû ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ěŘ ŚõŘ ÀœŘ ùćĄŞ ĆœŚÊþÂ§ ýŚû ÝţþďĄÚóŘ ,ĆČóøŘ ÝţþďĄÚóŘ .ťĺŘ ĆţêÂð ďŘÂì ĆŻĄŮ ćďĄõ Ćî ťĺŘ Ćî ÀĂţÆû üŮĎŚÞţ§Ř ýŚû ÝţþďĄÚóŘ ÀœŘ ùÀł đÂÎõ ŘfÂČąŘ Ćî üþŚû ÝţþďĄÚóŘ ÛČóć SSČÞû ĆŞ Àł üÞœ ÛňŚ§ üŞĄą řþÂÖŮ ťĺÀŞ ýŚû řþÂÖŮ řþÂő ěŘ ýŘ ĆňĚą ĆóŚÖõ SSþŘ ďć .ÀĂĂî ÛňŚ§ Řď ýÂţúŞ řþÂÖŮ řþÂő ÀœŘ ĆţÆœŘĄŮ ýćøÀ§ ŚŮ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ťþŚúœ ďć ø ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ťĺŘ üŮĎŚÞţ§Ř ÝţþďĄÚóŘ Œþ Ćî karger ÝţþďĄÚóŘ ŚŞ ùŘÂÞû öĄĂî ŚŮ ùÀõŊ Ćî ÀĂî üõ ùćŚÔţĺŘ C^{k∗logk n}_{logk n} ≈ n Ýúõ ñĄõÂê ěŘ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ .ťĺŘ ùÀł öŚČŞ O(n/ log n) řþÂÖŮ řþÂő ŚŞ ĆœŚÊþÂ§ .ťĺŘ ùćĄŞ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ü§ŘÂÏ ĆþŚŢ ťÖČÖ§ ďć

âŻŘÂõ

[1] Halldersson, ”A still performance guarantee for approximate graph coloring”,Information Process Letter, vo.45 , 1993, p.19-23.

[2] Karger, Motwaini and Sundan, ”Approximate graph coloring semidefinite programming”, Proc. 36th Ann,IEEE Symo on foundations of comput. Sci. IEEE computer society, 1994, p.2-13