ĎŚŞ ćŚãŞŘ ŚŞ ýŚûŚÌê ďć ĆþŚÆÞû SSþÂŮŒþćÃœ ýĄźţÆŻ ýěŚĺ ýěŘĄõ

üĺÀì ÀÞ¡õ ýďćŚì ÀČźõ

ÂŮĄČşõŚî üĺÀĂúõ ùbÀØÈœŘć ÓþÂł üţãĂň ùŚÚÈœŘć {majid@ce, ghodsi@}sharif.edu

ùÀČØİ

ÓþÂãŮ Minkowski ďŚČãõ Œþ ğŚĺŘ ÂŞ ĆÜňŚê .ťĺŘ ùÀł ùćŘć R^d üÖČÖ§ ýŚÌê ďć ĆÎÖœ n ÛõŚł P Ćb äĄÞźõ ďć ŕŚÖœ SSþŘ ŚŞ ÂÒŚĂţõ BBD-tree Œþ CREW PRAM ñÀõ ďć ùÀœěŘćÂŢ O(n) ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć .ćĄłüõ ÂŞ Åşĺ .ťĺŘ O(d) ùÂð Âû üðÀČżČŢ ø O(n) Ćb śŮÂõ ěŘ ťąďć ýŚûùÂð ćŘÀãŮ .ćĄłüõ ĆţąŚĺ O(log^2(n)) öŚõě ýŘÂŻŘ öŚõě .ćĄłüõ ĆŐŘďŘ P ŕŚÖœ ýŚûĆþŚÆÞû SSþÂŮŒþćÃœ ýĄźţÆŻ ýŘÂŞ ýěŘĄõ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ťąďć SSþŘ ğŚĺŘ .ćĄŞ ÀûŘĄą O(log(n)) ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ

ĆõÀÖõ 1

Ś ûĆ þŚ Æ Þ û SS þÂ ŮŒ þćÃ œ Ćb óŚb Æ õ .ť ĺŘ ùÀ ł ùćŘć R^d ü Ö Č Ö § ýŚ Ì ê ďć {P_1, ..., Pn} Ćb Î Ö œ n Û õŚ ł P Ćb äĄ Þ ź õ ÓþÂãŮ ĆÜňŚê ôĄúÔõ ğŚĺŘ ÂŞ üØþćÃœ .ťĺŘ ĆäĄÞźõ SSþŘ ďć ĆÎÖœ Âû Ćb þŚÆÞû SSþÂŮŒþćÃœ öćÂî ŘÀČŢ ,(All Nearest Neighbors) ø p = (p_1, ..., p_d) Ćb ÎÖœ øć SSČŞ Ćb ÜňŚê-Lm ,m ≥ 1 ĳČ¡ň ćÀä Âû ýŘěŘ ĆŞ .ÀłŚŞ Minkowski ďŚČãõ Âû ÀœŘĄŮüõ ĆÜňŚê .ćĄłüõ ćĄłüõ ÓþÂãŮ ŰďĄň SSþŘ ĆŞ q = (q_1, ..., q_d)

d(p, q) =^m d ∑ i=1 (|p_{(i)} − q_{(i)}|)^m

.ťĺŘ üĺÀČÜìŘ ýŚÌê öŚÞû L_2 ÓþÂãŮ SSþŘ ŚŞ ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .ćĄłüõ ĆţêÂð ďŚî ĆŞ üÜňŘ ŒČĂØŮ Œþ öŘĄĂä ĆŞ ,üŮŚśĺŚ¡õ ÓÜţ£õ ýŚûĆĂČõě ďć ŚûĆþŚÆÞû SSþÂŮŒþćÃœ Ćb óŚbÆõ ùćŚÔţĺŘ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ěŘ ]8[ýŘĆœŚĺď ÀĂİ ýŘùćŘć ýŚûùŚÚþŚŢ ø ]6[ŚûùćŘć ýěŚĺùćÂÈê ,ĄÚóŘ ÉČ£ÈŮ ,]5[ŰŚäĚÏŘ üŞŚþěŚŞ ÛŐŚÆõ ďć ćŚþě ďŚČÆŞ ŕŚÖœ ćŘÀãŮ Ďf ĄÞãõ ŚûćÂŞďŚî SSþŘ ďć .ÀœĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ ýÀãŞ ÀĂİ ýŚÌê Œþ ďć üÏŚÖœ ŰďĄň ĆŞ ŚûùćŘć .ćĄłüõ ĆÎÖœ öŘďŘÃû ÛõŚł ,ýŘĆœŚĺď ÀĂİ ŰŚäĚÏŘ üŞŚþěŚŞ ýŚûćÂŞďŚî ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .ťĺŘ ĎŚŞ ÃČœ ĄźţÆŻ ýŚÌê ćŚãŞŘ ĆØĂþŘ ŚfňĄÊą ťĺŘ .ťĺŘ ]8[ÀãŞ ŚûÀň ďć 1

ÝČÆÖŮ ŋŚśÖœŘ

SSČþŚŢ ĎŚŞ üŻďŚą üÜąŘć bO

bI bO

bI

üŻďŚą ø üÜąŘć Ćb śãŻ :1 ÛØł

Ýû ø ťĺŘ ćŚþě ŕŚÖœ ćŘÀãŮ Ýû ŘÂþě .ťĺŘ ýćŚþě öŚõě éÂň ôÃÜţÆõ ŚfŮÀÞä üþŚûćÂŞďŚî SSČĂİ ďć ĆþŚÆÞû SSþÂŮŒþćÃœ öćÂî ŘÀČŢ ěŘ üØþ .ťĺŘ ťČÞûŘ ŚŞ ďŚČÆŞ ,ÀœĄł ÂźĂõ ÂŮâþÂĺ ýĄźţÆŻ ĆŞ Ćî üþŚûŒČĂØŮ Ćb ŐŘďŘ ø ď SSþŘ ěŘ .ťĺŘ ćŚþě ĄźţÆŻ ýŚÌê ćŚãŞŘ ćŘÀãŮ ĆŞ Řď ñŚþÂĺ ÝţþďĄÚóŘ öŚÞû öŘĄŮüÞœ âìŘĄõ ýďŚČÆŞ ďć ĆœŚÔĺŚbţõ .ťĺŘ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ýŘÂŞ ùÀœěŘćÂŢ ÀĂİ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚûŒČĂØŮ SSþŘ řČŮÂŮ SSþŘ ĆŞ .ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ üŞĄą ćÂØÜÞä ñŚþÂĺ ÝţþďĄÚóŘ ýěŘĄõ ýŘÂŻŘ ťĺŘ SSØÞõ üţ§ .ćÂî ŘÂŻŘ ùÀœěŘćÂŢ ÀĂİ ÍĺĄŮ üðćŚĺ .ťĺŘ ÂþÁŢŚœ ŠŚĂţŻŘ ĄźţÆŻ ýŘÂŞ ýěŘĄõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ü§ŘÂÏ ýŚûďŚî ÂŞ ýďø Âõ 3Ç£Ş ďć ø ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ Řď ĆóŚÖõ SSþŘ ďć Ćţêď ďŚî ĆŞ ÝČûŚÔõ ø ŰŚ§ĚÎňŘ 2 Ç£Ş ďć ŘÀţŞŘ ,ĆóŚÖõ Ćb õŘćŘ ďć öŚČŞ ĆŞ 6 Ç£Ş .ťąŘćÂŢ ÝČûŘĄą BBD-tree ø FS-tree ýěŘĄõ ťąŚĺ ĆŞ 5 ø 4 ýŚûÇ£Ş ďć .ÝČĂîüõ ĆĂČõě SSþŘ ďć ùÀł ôŚźœŘ ĆŞ ÃČœ ĆÞČÞő Ç£Ş øć ďć .ťĺŘ ĆţąŘćÂŢ ĆóŚÖõ ýÂČð ĆźČţœ ĆŞ 7 Ç£Ş ŚfţþŚúœ ø ťĺŘ ùÀł ùćŘć ńŚÊţąŘ ĄźţÆŻ ýěŘĄõ ÝţþďĄÚóŘ .ÝþŘĆţąŘćÂŢ BBD-tree ø FS-tree üĂãþ ,ĆóŚÖõ SSþŘ üÜňŘ ýŚûďŚţąŚĺùćŘć üêÂãõ

ÓþďŚãŮ 2

R(P ) ŚŞ Ćî P ýě Âõ ÛČÎţÆõÂŞŘ .ťĺŘ ťŞŚŹ d ĆóŚÖõ SSþŘ ôŚÞŮ ďć .Àûćüõ öŚÈœ Řď R^d ýŚÌê ďć ŕŚÖœ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ P ÀČĂî ŋÂê ŠÂÌÜňŚ§ Âû ,ÛČÎţÆõÂŞŘ ěŘ ďĄÑĂõ ,ÓþÂãŮ SSþŘ ďć .ÀłŚŞ P ŕŚÖœ Ćb Þû ÛõŚł Ćî ťĺŘ üÜČÎţÆõÂŞŘ SSþÂţØİĄî ,ÝČûćüõ öŚÈœ R ñĄÏ .ÀĂîüõ ćŚźþŘ ěŚŞ ÛČÎţÆõÂŞŘ Œþ ěŚŞ ýŚûùěŚŞ ŠÂÌÜňŚ§ .ťĺŘ R^d ďć R = [x_1, x^′_1] × . . . × [x_d, x^′_d] ŰďĄň ĆŞ üŮďŚîć ñĄÏ ťśÆœ .ÀœĄłüõ ùćŘć öŚÈœ lmin (R) ø lmax(R) ŚŞ R Ćb ĂČÞî ø ĆĂČÈČŞ ýŚûñĄÏ .ćĄłüõ ùćŘć öŚÈœ li(R) = x^′_i − xi ŚŞ i ÀãŞ ďć ÀĂłŚŞ ýøŚÆõ Ýû ŚŞ áĚőŘ ôŚÞŮ ñĄÏ üţìø .ćĄłüõ ùÀČõŚœ öŊ^1üãÜő ťśÆœ ÛČÎţÆõÂŞŘ Œþ âÜő SSþÂţØİĄî ĆŞ âÜő SSþÂţðďÃŞ ÇþŚÞœ li(P ) ŚŞ Řď li(R(P )) ďŚÊţąŘ ďĄÏ ĆŞ .ÀłŚŞüõ l(R) = lmin(R) = lmax(R) ÂŞŘÂŞ ÇóĄÏ Ćî ťĺŘ řãØõÂŞŘ Œþ R ùŚÚœŊ ýøŚÆõ Śþ ÂţØİĄî ,ÃîÂõ ôŚœ ĆŞ ĆÎÖœ Œþ ěŘ ŚúœŊ Ćb ÜňŚê Ćî ťĺŘ ýÀãŞ d ýŚÌê ŕŚÖœ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ r áŚãł ĆŞ ùÂîÂŞŘ Œþ .ÝČûćüõ Ćb ÜňŚê ùbÀĂûć öŚÈœ d(X, Y ) ,Y ø X Ćb äĄÞźõ øć ýŘÂŞ ŘfÂÒŚĂţõ .ÝþÂŞüõ ďŚî ĆŞ y ø x SSČŞ Ćb ÜňŚê öŘĄĂä ĆŞ Řď d(x, y) ćŚÞœ .ťĺŘ r .ťĺŘ ĆĂČÞî ĆÎÖœ øć SSþŘ ýŘěŘ ĆŞ d(x, y) ĆØþďĄÏ ĆŞ ťĺŘ y ∈ Y ø x ∈ X Ćb ÎÖœ øć SSČŞ ťŞŚŹ ďŘÀÖõ Œþ ÍĺĄŮ öŊ üãÜő ťśÆœ Ćî ťĺŘ üÜČÎţÆõÂŞŘ^3ĆśãŻ .ťĺŘ öŊ âÜő SSþÂţðďÃŞ ñĄÏ ÛČÎţÆõÂŞŘ Œþ^2ùběŘÀœŘ ďć üØþ Ćî ĆśãŻ øć ýŘĆäĄÞźõ ÛőŚÔŮ Śþ ĆśãŻ Œþ öŘĄĂä ĆŞ Řď^4ñĄÜĺ Œþ ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ńŚą ďĄÏ ĆŞ .ťĺŘ ùÀł ćøÀ¡õ ùbÀĂûćöŚÈœ ñĄÜĺ Âû .ćĄłüõ É£Èõ^6üÜąŘć Ćb śãŻ Œþ ŚfûŚð ø^5üŻďŚą Ćb śãŻ Œþ ÍĺĄŮ ñĄÜĺ Âû SSþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ ŕŚ¡õ ýÂÚþć Aspect Ratio^1 Size^2 Box^3 Cell^4 Outer Box^5 Inner Box^6 ñĄÜĺ øć SSČŞ ě Âõ ýø ď Ćî üÏŚÖœ ŘÁó ø ÀœĄłüõ ĆţêÂð ÂÑœ ďć ĆţÆŞ ü§ŘĄœ ŰďĄň ĆŞ ŚûñĄÜĺ .ÀœďŘć ďŘÂì öŊ ÛąŘć ďć Ćî ťĺŘ üÏŚÖœ .ťĺŘ öŊ üŻďŚą Ćb śãŻ ùběŘÀœŘ ,ñĄÜĺ Œþ ùběŘÀœŘ .ÀœĄłüõ ùćŘć ťśÆœ ŚûñĄÜĺ ěŘ üØþ ĆŞ ùŘĄ£óć ďĄÏ ĆŞ ,ÀĂţÆû Ćb śãŻ Ćî üóĄÜĺ .ćĄłüõ ùÀČõŚœ ]1[^7üðÀĂśÆİ ťČňŚą ,ÀĂîüõ É£Èõ Řď üÜąŘć ýŚûĆśãŻ ťČňĄÊą Ćî Ýúõ ôĄúÔõ Œþ ťĺŘ ùÀĂśÆİ bO ýŘÂŞ bI ÝČþĄð ýćĄúł ďĄÏ ĆŞ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ćĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ bO ŚŞ öŊ üŻďŚą Ćb śãŻ ø bI ŚŞ öŊ üÜąŘć ùběŚŞ øć ťČňŚą SSþŘ ÕČìć öŚČŞ ýŘÂŞ .ÀłŚŞ öŊ ĆŞ ùÀČśÆİ ĆØĂþŘ Śþ ÀłŚŞ ďøć bO ÂÒŚĂţõ ĆŻø ěŘ üêŚî öŘÃČõ ĆŞ bI ĆŻø Âû ĆżœŚĂİ ýŘÂŞ [xI , yI ] ÝČþĄð .ÀłŚŞ üÜąŘć ùběŚŞ ŋÂä ùbÀĂûćöŚÈœ w = yI − xI ÀČĂî ŋÂê ø ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď [xI , yI ] ⊆ [xO, yO] Ćb ţÆŞ Śþ ÀĂłŚŞ ÂÔň Śþ ,yO − yI ø xI − xO üĂãþ ,üŻďŚą ø üÜąŘć ùběŚŞ SSČŞ ýŚûĆÜňŚê ěŘ Œþ Âû Ćî üÏÂł ĆŞ ťĺŘ ùÀĂśÆİ [xO, yO ] .ÀłŚŞ ùÀĂśÆİ bO ÂÒŚĂţõ ùběŚŞ ýŘÂŞ bI ùběŚŞ d ěŘ Œþ Âû ÂðŘ ťĺŘ ùÀĂśÆİ bO üŻďŚą Ćb śãŻ ýŘÂŞ bI üÜąŘć Ćb śãŻ .w ÂŞŘÂŞ ÛìŘÀ§ bO ýŘÂŞ bI .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć bI ÃîÂõ ĆŞ Śû bI ěŘ üþŚŮ 3^d ñøÀŻ Œþ Ćî ťĺŘ ŰďĄň SSþŘ ĆŞ üðÀĂśÆİ ýŘÂŞ ýÂÚþć ñćŚãõ ŕÂł .öŊ ŽďŚą ďć Śþ ÀłŚŞ bO ÛąŘć ďć ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ Śþ ñøÀŻ SSþŘ ďć ÛČÎţÆõ Âû Ćî üÏÂł ĆŞ ťĺŘ ùÀĂśÆİ .ććÂðüõ ÐÔ§ ,ťĺŘ ùÀĂśÆİ üŻďŚą Ćb śãŻ ýŘÂŞ üÜąŘć Ćb śãŻ ,ñĄÜĺ Âû ýŘÂŞ Ćî ťČňŚą SSþŘ ÝţþďĄÚóŘ Û§ŘÂõ ôŚÞŮ ďć SSþŘ ńŚą ďĄÏ ĆŞ .ćø ďüõ ďŚî ĆŞ ,ťąŘćÂŢ ÝČûŘĄą ŚúœŊ ĆŞ ŘfÀãŞ Ćî ÝţþďĄÚóŘ üØČĂØŮ ýŚûĆśĂŻ ďć Ćî ťĺŘ üţČňŚą üðÀĂśÆİ ŒþćÃœ Ěf õŚî ŚúœŊ Ćb Þû Ćî ýďĄÏ ĆŞ ÀœÂČÚŞ ďŘÂì ýÂÚþć ÛąŘć ďć Œþ Âû ,üÜąŘć Ćb śãŻ ýćŚþě ćŘÀãŮ Ćî ćĄłüõ SSþŘ ěŘ âœŚõ ťČňŚą .ÝČĂî SSČČãŮ ĄźţÆŻ öŚõě ýŘÂŞ üþĎŚŞ ÓÖĺ ćĄŞ ÝČûŘĄ£œ ďćŚì ,ÀţêŘ ëŚÔŮŘ üÎþŘÂł SSČĂİ ÂðŘ .ÀĂłŚŞ ÂÑœ ćďĄõ ñĄÜĺ üŻďŚą üŚûě Âõ

ùÀł ôŚźœŘ ýŚûďŚî 3

ťóŚ§ üþŚÌê ýĄźţÆŻ ýŚûťąďć .ÀœŘùÀł ŚĂŞ ĄźţÆŻ ťąďć áĄœ Œþ ťąŚĺ ø ŕŚÖœ ÝČÆÖŮ ýŚĂśõ ÂŞ ĄźţÆŻ ýŚûÝţþďĄÚóŘ Ďf ĄňŘ Œþ ùbÀĂûć öŚÈœ ŚúœŊ ùbÂð Âû Ćî ÀĂţÆû ýŘüþøćøć ýŚûťąďć ,ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ .ÀĂţÆû üþøćøć ýĄźţÆŻ ťąďć öŚÞû Ćb ţêŚþ ÝČÞãŮ üŮďĄň ĆŞ řĺŚĂţõ ýŚûťąďć ďć ùÂð Œþ ÝČÆÖŮ .ÀœĄłüõ ÝČÆÖŮ^9řĺŚĂţõ ø^8öěŘĄţõ Ćţĺć øć ĆŞ Śûťąďć SSþŘ .ťĺŘ ŚÌê ěŘ ĆČ§Śœ ťąďć ěŘ üþŚûïÂŞ ćŘÀãŮ ,ćĄłüõ ťŞŚŹ ťČňŚą SSþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ .ÀłŚŞ ÂţÞî ťŞŚŹ ďŘÀÖõ Œþ ěŘ ŚûùÂð üãÜő ťśÆœ ùďŘĄÞû Ćî ťĺŘ ĆŞ .ťĺŘ ŕŚÖœ Ûî ćŘÀãŮ ěŘ ÛÖţÆõ Ćî ťĺŘ üţŞŚŹ ďŘÀÖõ ěŘ ÂţÞî ,ÀĂłŚŞ ĆţłŘć üœŚłĄşÞû SSČãõ áŚãł ĆŞ ùÂîÂŞŘ Œþ ŚŞ ÀĂœŘĄŮüõ Ćî öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ Ćî üþŚûùÂð ćŘÀãŮ ŚŞ üĺĄØãõ Ćb ÎŞŘď ,ĄźţÆŻ ÝţþďĄÚóŘ üþŘďŚî .ćĄłüõ ĆţÔð^{10}üðćÂÈê ťþćøÀ¡õ ,ĆÎŞŘď SSþŘ .ÀŞŚþüõ ćĄśúŞ ÝţþďĄÚóŘ üþŘďŚî ,ćÂî SSČČãŮ ŚûùÂð SSþŘ ćŘÀãŮ ýŘÂŞ üÔÖĺ öŘĄţŞ ÂðŘ SSþŘÂŞŚĂŞ .ćďŘć ,ÀœĄłüõ ŰŚìĚõ ĆþŚÆÞû SSþÂŮŒþćÃœ fair split tree ôŚœ ĆŞ áĄœ SSþŘ ěŘ üţąďć öŊ ğŚĺŘ ÂŞ ø ťĺŘ ùćÂî üêÂãõ^{11}ñćŚä ÝČÆÖŮ ÝĺŘ ĆŞ ÝČÆÖŮ áĄœ Œþ ]3[ ďć Callahan .ćěŚĺüõ ÂÆî ěŘ ,ùÂð Œþ ěŘ ùÀł ćŚźþŘ Àœě Âê Âû üÜąŘć ŕŚÖœ ćŘÀãŮ Ćî ťĺŘ üŮďĄň ĆŞ ŚûùÂð ÝČÆÖŮ ,öěŘĄţõ ýŚûťąďć ďć ÛŞŚÖõ ďć ťąďć áŚÔŮďŘ .ÀłŚŞ O(log(n)) ŰďĄň ĆŞ ťąďć áŚÔŮďŘ Ćî ćĄłüõ űäŚŞ ÝČÆÖŮ áĄœ SSþŘ .ťĺŘ ÂţÞî ùÂð ćĄą ŕŚÖœ ćŘÀãŮ ěŘ üţŞŚŹ Řď ťąďć ,ŚûïÂŞ ĳÎĺ ŚŮ ĆÈþď ùbÂð ěŘ ÀœďŚİŚœ ŚûÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ŘÂþě .ťĺŘ ĄźţÆŻ ýŚûÝţþďĄÚóŘ üþŘďŚî ďć üÜňŘ ýŚûÂţõŘďŚŢ ěŘ üØþ .ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ŚûćďĄîď ěŘ üÜþŚê ďć ĄźţÆŻ ýŘÂŞ ]5[Bently ÍĺĄŮ Ćî ćďŘć ôŚœ kd-tree Śûťąďć SSþŘ ěŘ ĆœĄð Œþ .ÀĂĂî ÇþŚÞČŢ SSþŘ ěŘ üÔÜţ£õ ýŚûĆœĄð ŰŚÖČÖ¡Ů SSþŘ Ćb źČţœ .ÀœŘĆţłŘć öŊ ĆŞ éĄÎãõ Řď ćĄą ĆŻĄŮ ýďŚČÆŞ SSČÖÖ¡õ kd-tree üðćŚĺ ÂÏŚą ĆŞ ŰŚ¡Ôň ěŘ ùćŚÔţĺŘ ýŚŻ ĆŞ öŊ ďć Ćî ťĺŘ ùćÂî üêÂãõ Řď vp-tree ÝĺŘ ĆŞ ýďŚţąŚĺ ]10[Yianilos ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .ťĺŘ ťąďć ťĺŘ ýŘùÂîÂŞŘ ÃîÂõ ĆÎÖœ SSþŘ .ÀþĄðüõ Vantage Point öŊ ĆŞ Ćî ÀĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ĆÎÖœ Œþ ěŘ ,ùÂð Œþ ÝČÆÖŮ ýŘÂŞ ŚûďĄ¡õ ÂŞ ćĄÞä ]7[sr-tree ÂÚþć ñŚůõ .ćďŘć ýćŚþě ťČŞŘÁŻ ,ùćŘć ýŚûùŚÚþŚŢ Ćb ĂČõě ďć ńĄÊą ĆŞ ľø ď SSþŘ .ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ ťÞÆì øć ĆŞ Řď ŚÌê Ćî öŚÞû ğŚĺŘ ÂŞ Ćî ťĺŘ üţąďć ÃČœ ]4[BAR-tree .ććÂðüõ É£Èõ ÛČÎţÆõÂŞŘ Œþ ø ùÂîÂŞŘ Œþ íŘÂţłŘ ÍĺĄŮ öŊ ùbÂð Âû Ćî ťĺŘ Stickness^7 Balanced^8 .ćĄłüõ ĆţÔð Bounded Aspect Ratio Śf§ĚÎňŘ Śûťąďć SSþŘ ĆŞ^9 Packing Constraint^{10} Fair Split^{11} ěŘ öŘĄŮüõ ĆØÜŞ .ÀĂłŚŞ ćĄÞä ŰŚÊţ£õ ýŚûďĄ¡õ ÂŞ ùÀĂĂîÝČÆÖŮ ŰŚ¡Ôň ćďŘÀœ üõøÃó Ćî ŰøŚÔŮ SSþŘ ŚŞ ,ťĺŘ ùÀł ĆţąŚĺ kd-tree űäŚŞ ÛþŚõ ŰŚ¡Ôň SSþŘ .ÀĂţÆû ŚûďĄ¡õ ŚŞ ĆŻďć 45 Ćb þøŘě ýŘďŘć ŰŚ¡Ôň SSþŘ ńŚą ďĄÏ ĆŞ .ćÂî ùćŚÔţĺŘ ÃČœ ÛþŚõ ŰŚ¡Ôň .ćÂî ĆśĺŚ¡õ Řď ùÂð Œþ ěŘ ĆÎÖœ Œþ Ćb ÜňŚê üðćŚĺ ĆŞ öŘĄţœ ÂÚþć Ćî ÀœĄłüõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ø ŚûďŚţąŚĺ SSþŘ Ćb Þû ŚfśþÂÖŮ üóø ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ŕŚÖœ üþŚÌê ÝČÆÖŮ ýŘÂŞ ýÂÚþć ćÀãţõ ýŚûďŚţąŚĺùćŘć Ćİ ÂðŘ ýěŘĄõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ Ćb ĂČõě ďć Ćî üÆî ŚúĂŮ ,ÀœďŘć áĚÏŘ ĆóŚÖõ öŚðÀĂÆþĄœ Ćî üþŚŻ ŚŮ .ÀĂţÆû ñŚþÂĺ ,ŚúœŊ ÂÒŚĂţõ ýĄźţÆŻ Œþ ø ĆţąŚĺ ýěŘĄõ ŰďĄň ĆŞ Řď FS-tree ÂŞ üĂţśõ ďŚţąŚĺùćŘć Œþ Ćî ťĺŘ ]2[Callahan ýŚìŊ öŚÞû ,ťĺŘ ùćÂî ďŚî ĆóŚbÆõ SSþŘ ŚŞ Callahan ÍĺĄŮ ùÀł ĆŐŘďŘ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ýĄźţÆŻ ø ťąŚĺ öŚõě .ťĺŘ ùćÂî ĆŐŘďŘ ďŚţąŚĺ SSþŘ ďć ĄźţÆŻ ýŘÂŞ ýěŘĄõ ÝţþďĄÚóŘ Ćî ťĺŘ SSþŘ ťČçìŘø üóø ťĺŘ ĆĂČúŞ öŚõě SSþŘ ĆİÂðŘ .ťĺŘ O(log n) ŰďĄň ĆŞ CREW PRAM ñÀõ ďć ùÀœěŘćÂŢ O(n) ěŘ ùćŚÔţĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ýĄźţÆŻ ø ťąŚĺ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ,ÂÚþć éÂÏ ěŘ .ťĺŘ ùćÂî öŚúĂŢ ćĄą ďć Řď d ĆŞ üþŚÞœ üÚţÆŞŘø ,ÍŞŘø ď SSþŘ ďć O ćŚÞœ ;ťĺŘ ÂŮùćŚĺ ďŚČÆŞ (ýěŘĄõ BBD-tree) ťąŚĺ ÝČûŘĄą ĆóŚÖõ SSþŘ ďć Śõ Ćî ýďŚţąŚĺùćŘć ŋĄä ďć .ÀĂţÆû ùÀČżČŢ ďŚČÆŞ ,ýø ÍĺĄŮ ,ĆóŚÖõ SSþŘ ďć Śõ ďŚţąŚĺùćŘć ťąŚĺ öŚõě ĆİÂðŘ .ÀłŚŞüõ Callahan ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ÂŮùćŚĺ ďŚČÆŞ Śõ ýěŘĄõ ýĄźţÆŻ ÝţþďĄÚóŘ ŚfňĄÊą .ťÆČœ ĆĂČúŞ

FS-tree ýěŘĄõ ťąŚĺ 4

ďć ùÀœěŘćÂŢ O(n) ŚŞ ĳÎĺ Âû ďć ÝČûćüõ öŚÈœ .ÝČûć ôŚźœŘ ýěŘĄõ ŰďĄň ĆŞ Řď ÝČÆÖŮ Ćb Ü§Âõ ťĺŘ üêŚî ťąďć ýěŘĄõ ťąŚĺ ýŘÂŞ Ûî ŘÁó ,ťĺŘ O(n) ťóŚ§ SSþÂŮÀŞ ďć ťąďć ÕÞä Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ćŘć ôŚźœŘ O(1) öŚõě ďć Řď ďŚî SSþŘ öŘĄŮüõ CREW PRAM ñÀõ .ćĄŞ ÀûŘĄą O(n) ,ťąŚĺ öŚõě .ťĺŘ ùÀł řÆţĂõ ùÀœěŘćÂŢ Œþ ĆäĄÞźõ SSþŘ Ćb ÎÖœ Âû ĆŞ ø ťĺŘ ùÀł ùćŘć P ŕŚÖœ Ćb äĄÞźõ ÝţþďĄÚóŘ Ćb Ü§Âõ Œþ ďć ÝČĂî ŋÂê ÂŞ ŕŚÖœ ěŘ ùÀł řŮÂõ ýÀœĄČŢ ťÆČó Œþ i = 1, . . . , d ÀãŞ Âû ýŘěŘ ĆŞ .ÀœŘùÀł ùÂČąč L ôŚœ ĆŞ ýÂĺŘÂĺ ťÆČó Œþ ďć ŕŚÖœ Ćb Þû ýďĄÏ ĆŞ ÀĂţÆû ÂÚþÀØþ ĆŞ üþŚûÂðùďŚłŘ ýŘďŘć ÝČûćüõ ÇþŚÞœ Li ŚŞ Ćî ŚûťÆČó SSþŘ .ÝþěŚĺüõ ÀãŞ öŊ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ŰŚÊţ£õ ğŚĺŘ L ďć ŚúĂŮ ŕŚÖœ ŰŚÊţ£õ ĆŞ ŕĄŞÂõ üãìŘø ŰŚäĚÏŘ .ćÂî ŘÀČŢ Řď ŚûťÆČó ÂþŚĺ ďć ĆÎÖœ Œþ öŚØõ öŘĄţŞ üţ§Řď ĆŞ ťÆČó Œþ ěŘ Ćî Li ùbÀł řŮÂõ ýŚûťÆČó ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ÀĂţÆû ýÂĺŘÂĺ ťÆČó SSþŘ ďć ŕŚÖœ öŚØõ ĆŞ üþŚûÂðùďŚłŘ ýøŚ§ ŚúĂŮ ŚûLi ø ćĄłüõ üďŘÀúÚœ ÀãŞ ďć ÀþŚŞ Ćî ÀĂţÆû üÏŚÖœ ýøŚ§ Li ýŚûťÆČó ĆÜ§Âõ Âû áø Âł ďć SSþŘÂŞŚĂŞ .ćÂî ŘÀČŢ Řď ŕŚÖœ ýøŚ§ ÛČÎţÆõÂŞŘ ŰŚÊţ£õ öŘĄŮüõ ýŘÂŞ .ÀĂţÆû ÀãŞ öŊ üþŚúţœŘ ø üœŚČõ ,üþŘÀţŞŘ ŕŚÖœ ùbÀĂûć öŚÈœ ,i ÀãŞ Âû ŚŞ ÂÒŚĂţõ (li, mi, hi) ýŚûüþŚŮ 3 SSČĂżÞû .ÀœĄł ÝČÆÖŮ s ýŚûôŚœ ĆŞ ÀþÀŻ üúŮ ťÆČó øć i ÀãŞ Âû ýŘěŘ ĆŞ .ťĺŘ ms ÝČÆÖŮ Ćb ÎÖœ Ćî ÝČœŘćüõ (ls, ms, hs) ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ ,s ÀãŞ ćŘÀţõŘ ďć ÝČÆÖŮ ÂðŘ ?Ćœ Śþ ťĺŘ qs < ms ŚþŊ Ćî ÀĂîüõ Œİ ,ťĺŘ ùÀł ÂÒŚĂţõ q öĄİ ýŘĆÎÖœ ĆŞ Ćî p ùbÀœěŘćÂŢ Âû .ÝČĂîüõ ćŚźþŘ highi ø lowi ľÀþÀŻ öŚØõ ŰďĄň SSþŘ ÂČè ďć .ćďøŊüõ ďć ěø ď ĆŞ Śûlowi ďć Řď ÇœŚØõ ŚûLi ďć ÇþŚûÂðùďŚłŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ ùŚÚœŊ ÀłŚŞ qs < ms ø lows ýŘÂŞ ÍÖê Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .ÝČĂîüõ ÀČóĄŮ Řď (l, m, h) ýŚûüþŚŮĆĺ ,ÀþÀŻ ťÆČó 2d SSþŘ ýŘÂŞ Åşĺ .ćĄŞ ÀûŘĄą Śûhighi ďć :ćÂî ĆśĺŚ¡õ Âþě ŰďĄň ĆŞ ýÀþÀŻ ÂþćŚÖõ ÀþŚŞ highs (l_{low}, m_{low}, h_{low} ) = (ls,^{ls+ms}_2 , ms) (l_{high}, m_{high}, h_{high}) = (ms,^{ms+hs}_2 , hs) Ćb Ü§Âõ Âû Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ÀŞŚþüõ ĆõŘćŘ üţÈðěŚŞ ŰďĄň ĆŞ ÀĂþŘÂê SSČÞû ø ÀœĄłüõ éÁ§ üÜśì Li ýŚûťÆČó ĆÜ§Âõ SSþŘ ěŘ ÅŢ .ćĄŞ ÀûŘĄą O(n) ťóŚ§ SSþÂŮÀŞ ďć ťąďć ťąŚĺ öŚõě SSþŘ ÂŞŚĂŞ .ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(1) öŚõě ďć ùÀœěŘćÂŢ O(n) ÍĺĄŮ ÝţþďĄÚóŘ

BBD-tree ýěŘĄõ ťąŚĺ 5

ùÀł ùćŘć R^d ďć ĆÎÖœ n ěŘ P Ćb äĄÞźõ Œþ Ćî ÝČĂîüõ ýďøŊćŚþ .ćĄłüõ ĆţąŚĺ ŋŚśÖœŘ ø ľÂŞ ñŚÞäŘ řČîÂŮ ğŚĺŘ ÂŞ BBD-tree üłÂŞ ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ :2 ÛØł

öŚÈœ Ćî ťĺŘ ýŘùÂð BBD-tree Ćb Èþď .ćĄłüõ ÛõŚł Řď P ŕŚÖœ ôŚÞŮ Ćî ÀłŚŞ üśãØõ ÂŞŘ ùbÀĂûć öŚÈœ C Ćî ÝČĂîüõ ŋÂê ø ťĺŘ Œþ Ćî ťĺŘ ŰďĄň SSþŘ ĆŞ üţÈðěŚŞ ÝţþďĄÚóŘ .ťĺŘ P Ćb äĄÞźõ Ûî ,öŊ üÜąŘć ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ ø ťĺŘ C ŚŞ ÂÒŚĂţõ ñĄÜĺ ùbÀĂûć ŋŚśÖœŘ Śþ ľÂŞ ÕþÂÏ ěŘ Řď ñĄÜĺ Œþ ĆœĄÚİ Ćî ÀĂîüõ É£Èõ ÝţþďĄÚóŘ Ćb Ü§Âõ Âû .ćÂČðüõ Řď öŊ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ ø ñĄÜĺ Ćî ÀŞŚþüõ ĆõŘćŘ üþŚŻ ŚŮ ÀĂþŘÂê SSþŘ .ćĄłüõ ďŘÂØŮ öŘÀœě Âê ýø ď ÀĂþŘÂê SSČÞû Àœě Âê ýŚûùÂð SSČŞ ŕŚÖœ ÝČÆÖŮ ěŘ ÅŢ .ÝČĂî ÝČÆÖŮ Ćî ùÂð Œþ SSţłŘć ŚŞ .Àł ÀûŘĄą ÛþÀśŮ ťąďć ěŘ üðÂŞ ĆŞ ñĄÜĺ SSþŘ ŰďĄň SSþŘ ďć ,ÀłŚŞ Œþ ÂŞŘÂŞ ýďŚŻ ñĄÜĺ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ŕŚÖœ ćŘÀãŮ ľø ď ľÂŞ ,Àł ĆţÔð Ěf śì Ćî ďĄÏ öŚÞû .ŋŚśÖœŘ ÛÞä Śþ ťĺŘ ěŚČœ ćďĄõ ľÂŞ ÛÞä Ćî ÝČĂîüõ SSČČãŮ ŘÀţŞŘ ,ćďŘć ĆÎÖœ Œþ ěŘ ÂţÈČŞ Œþ ŚŞ ,ÂÒŚĂţõ ñĄÜĺ üĺÀĂû ùběŘÀœŘ ,üŢŚČŢ ľÂŞ d ýÂČð ďŚî ĆŞ ěŘ ÅŢ ĆØĂþŘ Ýû ø ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì üðćŚĺ ĆŞ Ýû ŘÂþě ťĺŘ ĳŻďŘ ŋŚśÖœŘ Ćî Àþć ÝČûŘĄą üóø ÀœŘùÀł ÝČÆÖŮ ýøŚÆõ ďĄÏ ĆŞ ŕŚÖœ Ćî ÀĂî SSČÞÌŮ ÀœŘĄŮüÞœ ľÂŞ Ćİ ÂðŘ .ÀŞŚþüõ ÇûŚî ťŞŚŹ ďĄţîŚê SSþŘ .ÀœćÂð ñŚÞäŘ ŠøŚĂţõ ďĄÏ ĆŞ ŚûŋŚśÖœŘ ø ŚûľÂŞ Ćî ťĺŘ SSþŘ ùćŚĺ ľø ď Œþ .ÀĂî SSČÞÌŮ Śõ ýŘÂŞ Řď üţČňŚą SSČĂİ ÀœŘĄŮüõ Œþ .ÀŞŚþüõ ÇûŚî üþŚÞœ ďĄÏ ĆŞ ŚúœŊ ŕŚÖœ ćŘÀãŮ Ýû ø ŚûñĄÜĺ üĺÀĂû ùběŘÀœŘ Ýû ,ťąďć ďć SSţêď SSČþŚŢ ŚŞ Ćî ÀĂîüõ SSČÞÌŮ ľø ď Œþ ŚŞ öŘÀœě Âê ÂÒŚĂţõ ŕŚÖœ ćŘÀãŮ öćŘć ľÂŞ ŚŞ üţìø ŚŮ Ćî ťĺŘ ŰďĄň SSþŘ ĆŞ ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć Śõ Ćî ÂŮüÜÞä ľø ď .ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ ŋŚśÖœŘ ÛÞä ěŘ ŘfďŚİŚœ ćĄł ËÖœ ŕÂł SSþŘ ĆżœŚĂİ .ÝČĂîüÞœ ùćŚÔţĺŘ ŋŚśÖœŘ ÛÞä ěŘ ,ÀŞŚþüõ ÇûŚî ťŞŚŹ řþÂő ÀûŘĄą ùćŘć ĳČőĄŮ ŘfÀãŞ Ćî üÞţþďĄÚóŘ ÍĺĄŮ ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ Śþ ľÂŞ Ćb ¡Ôň ,ŋŚśÖœŘ Śþ ćĄł ôŚźœŘ ľÂŞ ÀþŚŞ Àł É£Èõ ĆØĂþŘ ěŘ ÅŢ ùbÂð øć Åşĺ ÀœĄłüõ ýďŘÀúÚœ ýďŚŻ ñĄÜĺ ďć ŰŚäĚÏŘ SSþŘ ,ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ Śþ ľÂŞ Ćb ¡Ôň öÀł É£Èõ ŚŞ .ćĄłüõ ĆśĺŚ¡õ ,Àł üÏŚÖœ ĆżœŚĂİ .ÀœĄłüõ ÝČÆÖŮ Àœě Âê ùbÂð øć SSþŘ SSČŞ ,ŕŚÖœ Ćb äĄÞźõ ťþŚúœ ďć .ÀœĄłüõ ùćě ÀœĄČŢ ýďŚŻ ùbÂð ĆŞ ø ùÀł ćŚźþŘ Àœě Âê ýøŚÆõ öŚØõŘ À§ ŚŮ ÛňŚ§ ýŚûĆäĄÞźõ Ćî ÀœĄłüõ ùćŘć ńŚÊţąŘ Àœě Âê ýŚûùÂð ĆŞ ýďĄŻ ŕŚÖœ SSþŘ ,ÀĂłŚŞ ÝČÆÖŮ ě Âõ ýø ď .ććÂðüõ ďŘÂØŮ Àœě Âê üŚûùÂð ýø ď üţÈðěŚŞ ďĄÏ ĆŞ ďŚî SSþŘ .ÀĂłŚŞ .ćĄłüõ ćŚúĂÈČŢ ďŚî SSþŘ ýŘÂŞ ľø ď øć .ťĺŘ ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ öćÂî ŘÀČŢ ùbĄ¡œ ,ćĄł ýěŘĄõ ÀþŚŞ Ćî üţÞÆì ŚúĂŮ řČŮÂŮ SSþŘ ĆŞ öŚÞû ťąďć SSþŘ ďć ÝČÆÖŮ ùbÀäŚì .ťĺŘ ]3[FS-tree Œþ ťąŚĺÇČŢ ÀĂõěŚČœ ÝČõŚœüõ^{12}"üłÂŞ ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ’ Ćî ñøŘ ľø ď ďć Callahan Ćî ťĺŘ üłø ď ěŘ ùÀł ĆţêÂðÂŞ ,ÝČõŚœüõ^{13}"ýŘĆłĄð ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ’ Ćî ôøć ľø ď .ťĺŘ ]1[Îĺø ěŘ ÝČÆÖŮ ùbÀäŚì .ÝþěŘćÂŢüõ ľø ď øć SSþŘ ĳþÂÈŮ ĆŞ öĄĂîŘ .ťĺŘ ùćÂî ùćŚÔţĺŘ ]3[ľďŚţąŚĺùćŘć SSţąŚĺ

üłÂŞ ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ 1.5

Ćî üÞţþďĄÚóŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ćĄłüõ ùćŘć đÂł ĆţąŚĺÇČŢ FS-tree Œþ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ üłÂŞ ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ öćÂî ŘÀČŢ ùbĄ¡œ Ç£Ş SSþŘ ďć ÀĂþŘÂê ďć ùÀł ÀČóĄŮ ü§ŘĄœ ø üœŚČõ Ćb ÎÖœ ŰŚÞČÆÖŮ Ćî Àþć öŘĄŮüõ üðćŚĺ ĆŞ ,ťĺŘ ùÀł Âîč ŚûĆśãŻ áĄœ SSþŘ Ćb śĺŚ¡õ ýŘÂŞ ]1[ďć ŘÀČŢ ýŘÂŞ ñŚ§ .ćĄŞ ÀûŘĄą FS-tree Œþ öŊ ÛňŚ§ Ćî ćŘć ôŚźœŘ Řď ŰŚÞČÆÖŮ SSþŘ ÇČŢŚÈČŢ öŘĄŮüõ ŘÁó .ÀĂţÆû ťŞŚŹ ùďŘĄÞû ĆśĺŚ¡õ ýŘùÂð ĆŞ ďŚŞ SSČóøŘ ýŘÂŞ Ćî ÀĂîüõ ŘÀČŢ ĆõŘćŘ üþŚŻ ŚŮ ÇþŚÞČŢ SSþŘ .ÝČĂî ÇþŚÞČŢ Řď ťąďć SSþŘ ďŚŞ Œþ ťĺŘ üêŚî ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ öćÂî ÂůîŘÀ§ ŚúœŊ ěŘ Œþ Âû Ćî ťłŘć ÝČûŘĄą Àœě Âê ùbÂð øć řČŮÂŮ SSþŘ ĆŞ .ÀłŚŞ üďŚŻ ùbÂð ŕŚÖœ 1/3 ěŘ ÂţÈČŞ ÇÏŚÖœ ćŘÀãŮ Ćî ÝČĺÂŞ .ćĄŞ ÀûŘĄą log 3_2 n ŰďĄň ĆŞ ùÀł ĆţąŚĺ ťąďć áŚÔŮďŘ ŘÁó .ťłŘć ÀĂûŘĄą Řď ŕŚÖœ 2/3

fair-split shrinking box^{12} corner-split shrinking box^{13}

SSþŘ ÇþŚÞČŢ ýŘÂŞ .ÀŞŚþüõ ÇûŚî ùÂð n ŚŞ üþøćøć ťąďć Œþ ÇþŚÞČŢ Ćb óŚbÆõ ĆŞ üłÂŞ ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ öćÂî ŘÀČŢ Ćb óŚbÆõ SSþŘ ÂŞŚĂŞ ôŚźœŘ ùÀœěŘćÂŢ O(n) ÍĺĄŮ O(log n) öŚõě ďć Řď ďŚî SSþŘ^{14}üţÆČó ýÀĂŞ ĆśŮď Ćb óŚbÆõ ĆŞ ÛþÀśŮ ŚŞ öŘĄŮüõ ýěŘĄõ ŰďĄň ĆŞ ťąďć .ÀČĂî ĆãŻŘÂõ ]9[ĆŞ ÛþÀśŮ SSþŘ ùbĄ¡œ ěŘ ÂţÈČŞ ŰŚČŐÃŻ ýŘÂŞ .ćŘć

ýŘĆłĄð ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ 2.5

.ťĺŘ ùÀł ŚĂŞ ÀãŞ Ýó ğŚĺŘ ÂŞ ľø ď SSþŘ

ÀłŚŞ R ŚŞ ĆŞŚÈõ ýŚûÛČÎţÆõÂŞŘ Ćb äĄÞźõ S ÀČĂî ŋÂê .ťĺŘ ĆÎÖœ n ÛõŚł Ćî ťĺŘ ýÀãŞ d ÛČÎţÆõÂŞŘ Œþ R ÀČĂî ŋÂê . 1 Ýó ŰďĄň SSþŘ ďć .ÀœďŘÀœ ďŘÂì ÛČÎţÆõÂŞŘ Œþ áĚőŘ ýø ď ýŘĆÎÖœ øć žČû Ćî ÝČĂîüõ ŋÂê .ÀœďŘć íŘÂţłŘ öŊ ŚŞ^{15}ĆłĄð Œþ ďć Ćî .ťĺŘ ŕŚÖœ Ćb äĄÞźõ ěŘ ĆÎÖœ ⌊^n_{2d} ⌋ ÛõŚł R^′ ø lmax(R^′) ≤^1_2 lmax(R) Ćî ýďĄÏ ĆŞ ćďŘć ćĄŻø R^′ ∈ S ÛČÎţÆõÂŞŘ

ěŘ üØþ Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ÝþŘùćÂî ÝČÆÖŮ ĆŞŚÈõ ÛČÎţÆõÂŞŘ 2^d ĆŞ Řď R ,ÀãŞ Âû ćŘÀţõŘ ďć öćÂî ÓÊœ ŚŞ ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ Ćb Þû ñŚ§ .ÝČõŚœüõ ~R Řď öŊ ,ùćÂî ŠŚ£ţœŘ Řď ÛČÎţÆõÂŞŘ SSþŘ .ťĺŘ ĆäĄÞźõ ěŘ ĆÎÖœ ⌊^n_{2d} ⌋ ÛìŘÀ§ ÛõŚł ŚûÛČÎţÆõÂŞŘ SSþŘ Œþ ŚúĂŮ ŚûÛČÎţÆõÂŞŘ SSþŘ Ćb Þû .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ,ÀœďŘć íŘÂţłŘ ĆŞ ~R ŚŞ Řď R Ćb łĄð öŚÞû ø ÀĂţÆû ~R ďć ŕŚ¡õ Ćî Řď üþŚûÛČÎţÆõÂŞŘ ŚfÖČìć ŚûÛČÎţÆõÂŞŘ SSþŘ ěŘ üØþ ŘÁó ,ÀĂţÆČœ ÛČÎţÆõÂŞŘ Œþ áĚőŘ ýø ď ýŘĆÎÖœ øć žČû Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ÀœďŘć öŚÈäĚőŘ ýø ď ĆÎÖœ □ . lmax(R^′) ≤^1_2 lmax(R) Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ÝþŚœüõ R^′ Řď ÛČÎţÆõÂŞŘ SSþŘ .ćďŘć ÂŞ ďć (ě Âõ ýø ď Ćb ÎÖœ ÛõŚł) ĆÎÖœ ⌊^n_{2d} ⌋ ďć ,Ûśì Ćb Ü§Âõ ěŘ ÛňŚ§) ~R(P ) ,öŊ üŻďŚą ÛČÎţÆõÂŞŘ ø ĆÎÖœ n ÛõŚł P Ćb äĄÞźõ .ťĺŘ ŰďĄň SSþŘ ĆŞ Śõ ÝţþďĄÚóŘ ŕÂ ł ø ť ĺŘùÀ ł ŕŚ ¡ õ ~R ďć ø ť ĺŘ P Û õŚ ł Ć î À łŚ Ş ü Ü Č Î ţ Æ õÂ ŞŘ R À Č Ă î ŋÂ ê .À œŘùÀ ł ùćŘć ,(À łŚ ś œ Ć È þď Ć î ü ŮďĄ ň ÛČÎţÆõÂŞŘ .ćďŘć ćĄŻø üÜČÎţÆõÂŞŘ SSČĂİ ùďŘĄÞû Ćî ÀĂîüõ SSČÞÌŮ Śõ ÝČÆÖŮ ÝţþďĄÚóŘ .ÀĂîüõ ùćďøŊÂŞ Řď lmin(R) ≥^2_3 lmax(R) Ćb łĄð Âû ýŘěŘ ĆŞ .ÝþďŘć ěŚČœ ľěŘćÂŢÇČŢ ýÂĺ Œþ ĆŞ R^′ öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ .ÀĂî ùćďøŊÂŞ Řď 1Ýó ÍþŘÂł Ćî ýďĄÏ ÝČĂîüõ ŘÀČŢ Řď R^′ R ŚŞ ĆłĄð öŊ ďć Ćî ťĺŘ üúŞŚÈõ ýŚûÛČÎţÆõÂŞŘ ùbÀĂûćöŚÈœ ŚûĆþŘďŊ SSþŘ ďć ŕŚÖœ řČŮÂŮ .ÝþěŚĺüõ ŕŚÖœ ěŘ ùÀł řŮÂõ ýŘĆþŘďŊ ,R ŚŞ .ťąŚĺ O(log(n)) öŚõě ďć Řď ŚûĆþŘďŊ SSþŘ ùÀœěŘćÂŢ O(n) ŚŞ öŘĄŮüõ ,ťĺŘ ťŞŚŹ ŚûĆłĄð ćŘÀãŮ Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ÀĂţÆû íÂţÈõ ŚúœŊ ěŘ Œþ Âû Ćî ćĄłüõ ćŚźþŘ Àœě Âê ùbÂð øć řČŮÂŮ SSþŘ ĆŞ .ćÂî ŘÀČŢ Řď ÂÒŚĂţõ Ćb łĄð ø R^′ öŘĄŮüõ üţ§Řď ĆŞ ŚûĆþŘďŊ SSþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ .ćĄŞ ÀûŘĄą log_2d_{2d−1} n ŰďĄň ĆŞ ùÀł ĆţąŚĺ ťąďć áŚÔŮďŘ ŘÁó .ťłŘć ÀûŘĄą ÂŞ ďć Řď ŕŚÖœ (1 −^1_{2d} ) ÂůîŘÀ§

ýěŘĄõ ýĄźţÆŻ ÝţþďĄÚóŘ 6

Ćb ÎÖœ Œþ ĆŞ P ďć ĆÎÖœ SSþÂŮŒþćÃœ ŒŮ ùÀœěŘćÂŢ Œþ öŊ ďć Ćî ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć Řď üţóŚ§ ,ÝþěŘćÂşŞ üÜňŘ ÝţþďĄÚóŘ ĆŞ ĆØĂþŘ ěŘ Ûśì .ťĺŘ Û§ ÛŞŚì brute-force ùbćŚĺ ýĄźţÆŻ Œþ ÍĺĄŮ O(n) öŚõě ďć ĆóŚbÆõ SSþŘ Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ÀĂîüõ ĄźţÆŻ Řď q Ûůõ ĄŻøğÂŢ Ćî ťĺŘ üþŚûľø ď ýø ď ĆóŚÖõ SSþŘ ďć Śõ ÃîÂÞŮ .ÀĂûćüõ ÇûŚî Řď ĆÎŞŘď SSþŘ ťŞŚŹ ďŘÀÖõ Ćî ťĺŘ ùÀł ćŚúĂÈČŢ ýćÀãţõ ýŚûľø ď öŊ ěŘ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć Śõ Ćî üÞţþďĄÚóŘ .ÀĂĂîüõ ĄźţÆŻ öŊ ďć Åşĺ ø ÀœěŚĺüõ ĆÑêŚ§ ďć Řď ŕŚÖœ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ùbćŘć öŚÞţąŚĺ Œþ ŘÀţŞŘ .ťĺŘ Âþě ŰďĄň ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ÓČňĄŮ .ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ]5[ ďć ďŚŞ SSČóøŘ ,ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ

ťąďć ïÂŞ Œþ ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ üţìø ĆþŚŢ ťóŚ§ ďć .ÀœĄłüõ ùćŘć ŠŘĄŻ üţÈðěŚŞ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ÍĺĄŮ ŚûĄŻøğÂŢ 1 ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ŚŮ ĆÎÖœ SSþÂŮŒþćÃœ öŘĄĂä ĆŞ ÂþćŚÖõ SSþŘ SSþÂţÞî .ÀĂîüõ ĆśĺŚ¡õ ïÂŞ öŊ ÂÒŚĂţõ ŕŚÖœ ôŚÞŮ ŚŮ Řď ĄŻøğÂŢ Ćb ÎÖœ Ćb ÜňŚê ,Àĺďüõ öŊ ďć ĄŻøğÂŢ Ćb ÎÖœ Ćî Řď ÝČÆÖŮ Ćb ¡ÔňÂŞŘ ěŘ üêÂÏ ŘÀţŞŘ ,ÀĂîüõ ŰŚìĚõ Řď üÜąŘć ùbÂð Œþ ÝţþďĄÚóŘ üţìø .ććÂðüõ ùÂČąč ,ĆÜ§Âõ Ćî ÀĂîüõ É£Èõ ĄźţÆŻ ěŘ ťÈðěŚŞ ďć .ććÂðüõ ŘÂŻŘ Àœě Âê SSþŘ ýø ď üţÈðěŚŞ ŰďĄň ĆŞ ĄźţÆŻ Åşĺ .ÀĂîüõ É£Èõ ,ťĺŘ List Ranking^{14} Corner^{15} ďĄÏ ĆŞ ÃČœ Àœě Âê SSþŘ ÀłŚŞ SSČĂİ ÂðŘ ?ťĺŘ ĄŻøğÂŢ Ćb ÎÖœ ĆŞ ,ĆÜ§Âõ SSþŘ ŚŮ ùÀł ŘÀČŢ Ćb ÎÖœ ěŘ ÂŮŒþćÃœ ,ùÂð SSþŘ ÂÚþć Àœě Âê ŚþŊ .ćĄłüõ ùÀœŘćÂð ÂŞ ,ťĺŘ ùÀł ŘÀČŢ Ćî ýŘĆÎÖœ SSþÂŮŒþćÃœ ,ććÂðěŚŞ ĆÈþď ĆŞ ĄźţÆŻ üţìø .ććÂðüõ ŰŚìĚõ üţÈðěŚŞ

ěŘ ÂţÞî ĄŻøğÂŢ Ćb ÎÖœ ěŘ ľŘĆÜňŚê Ćî üðÂŞ Âû ,ĄŻøğÂŢ Ćb ÎÖœ Âû ýŘěŘ ĆŞ Ćî ťĺŘ SSþŘ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ďć Ýúõ ùbÀûŚÈõ Œþ Ćb ÎÖœ ŚŮ ĆþŚÆÞû SSþÂŮŒþćÃœ Ćb ÜňŚê ÝČĂî ŋÂê ÂðŘ ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ .Àł ÀûŘĄą ŰŚìĚõ ÝţþďĄÚóŘ ÍĺĄŮ ,ťĺŘ ĆþŚÆÞû SSþÂŮŒþćÃœ ŚŞ ÂÚþć éÂÏ ěŘ .ÀœĄłüõ ŰŚìĚõ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ÍĺĄŮ ,ÀœďŘć üœŚłĄşÞû r áŚãł ĆŞ ùbÂîÂŞŘ Œþ ŚŞ Ćî üþŚûïÂŞ Ćb Þû ,ÀłŚŞ r ĄŻøğÂŢ .ÀłŚŞüõ n ěŘ ÛÖţÆõ ŚûïÂŞ SSþŘ ćŘÀãŮ ,ťĺŘ ùÀł öŚČŞ 3Ýó ďć Ćî BBD-tree üðćÂÈê ťþćøÀ¡õ ťČňŚą ĆŞ ĆŻĄŮ .ÝþěŘćÂŢüõ ýěŘĄõ ÝţþďĄÚóŘ ÓČňĄŮ ĆŞ ŒĂþŘ

Ćb ÎÖœ n ěŘ üØþ ýŘÂŞ ĆþŚÆÞû SSþÂŮŒþćÃœ öćÂî ŘÀČŢ ĆŞ ÓÒĄõ Œþ Âû Ćî ťĺŘ ćĄŻĄõ ùÀœěŘćÂŢ n ťóŚ§ SSþŘ ďć 2 ÝţþďĄÚóŘ :ťĺŘ ŰďĄň SSþŘ ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ Û§ŘÂõ .ÀĂîüõ ŘÂŻŘ ÛÖţÆõ ďĄÏ ĆŞ Řď 1ÝţþďĄÚóŘ öŚÞû ùÀœěŘćÂŢ Âû ŘÁó .ťĺŘ P Ćb äĄÞźõ .ćĄłüõ ĆţąŚĺ ŕŚÖœ ŚŞ ÂÒŚĂţõ BBD-tree Œþ (1 .ććÂðüõ řÆţĂõ ùÀœěŘćÂŢ Œþ ĆŞ ĆÎÖœ Âû (2 .ÀĂîüõ ŘÂŻŘ Řď 1ÝţþďĄÚóŘ ùÀœěŘćÂŢ Âû (3

.ťĺŘ O(log n) ýěŘĄõ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ öŚõě . 2 Ýó

ĳÎĺ ŚŮ ťąďć ÇþŚÞČŢ .ťĺŘ ùÀœěŘćÂŢ Œþ ÍĺĄŮ 1ÝţþďĄÚóŘ üŘÂŻŘ öŚõě öŚÞû ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ýŘÂŻŘ öŚõě Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ŰŚśŹŘ Œþ ěŘ ÂţÞî üĂãþ) n ěŘ ÛÖţÆõ ÀœĄłüõ ŰŚìĚõ ÝţþďĄÚóŘ ÍĺĄŮ Ćî üþŚûïÂŞ ćŘÀãŮ ĆżœŚĂİ .ćĄłüõ ôŚźœŘ O(log n) öŚõě ďć ïÂŞ SSþŘ ćŘÀãŮ Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ .ćĄŞ ÀûŘĄą O(log n) ŰďĄň ĆŞ 2ÝţþďĄÚóŘ ĆźČţœ ďć ø 1ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ öŚõě ŘÁó ,ÀłŚŞ (ťŞŚŹ ďŘÀÖõ .ťĺŘ ⌈1 + 6d⌉^d ěŘ ÂţÞî ŚûïÂŞ Ćî ÀłŚŞ üðÂŞ SSþÂąŊ ŚŮ q Ćb ÜňŚê ùbÀĂûć öŚÈœ r ÀČĂî ŋÂê SSČĂżÞû ø ťĺŘ ùÀł řÆţĂõ q Ćb ÎÖœ ĆŞ ùÀœěŘćÂŢ Œþ ÀČĂî ŋÂê SSþÂŮŒþćÃœ p ÂðŘ .ÀĂţÆû q ěŘ r Ćb ÜňŚê ďć ÀœŘùÀł ŰŚìĚõ öĄĂî ŚŮ Ćî üþŚûùÂð ôŚÞŮ Ćî ÝČœŘćüõ .ťĺŘ ùÀÈœ ÝţþďĄÚóŘ Ćb ÞŮŚą űäŚŞ ÅŢ ĆţêŚČœ ĆÞŮŚą ÝţþďĄÚóŘ öĄİ ,ÀłŚŞ ĆÜ§Âõ SSþŘ ŚŮ ùÀł ŘÀČŢ Ćb ÎÖœ r ≤ dist(q, p) ùÀł ŰŚìĚõ ýŘùÂð SSČĂİ ÀČĂî ŋÂê .ÀłŚŞ r/d ěŘ ÂţÞî öŊ ùběŘÀœŘ Ćî ćďŘÀœ ćĄŻø ýŘùÀł ŰŚìĚõ ùbÂð žČû Ćî ťĺŘ SSþŘ Śõ ýŚäćŘ ďŚČãõ Âû ďć .ťłŘć ÀûŘĄą üœŚłĄşÞû ÀłŚŞ r áŚãł ĆŞ ø q ÃîÂõ ĆŞ Ćî ýŘùÂîÂŞŘ ŚŞ ŘÁó ø ćďŘć ďŘÂì q ěŘ r Ćb ÜňŚê ďć ùÂð SSþŘ .ÀłŚŞ ÂÒŚĂţõ ùÂð SSþŘ Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ćĄŞ ÀûŘĄą r ěŘ ÂţÞî ŘÁó ø ÀłŚŞ ÂţÈČŞ ÇãÜő SSþÂŮüœĎĄÏ ÂŞŘÂŞ d ěŘ ÀœŘĄŮüÞœ ùÂð SSþŘ ÂÎì Minkowski ťĺŘ üőÂê éĚą SSþŘ Ćî üóŚ§ ďć .ÀłŚŞ ùćÂî ćďĄąÂŞ r ěŘ ÂţÞî Ćb ÜňŚê ŚŞ ýŘĆÎÖœ ĆŞ ťÆþŚŞüõ ĄźţÆŻ ÝţþďĄÚóŘ ,ťĺŘ ĆÎÖœ Œþ .ťĺŘ ùÀł ùÀþć öĄĂî ŚŮ Ćî ťĺŘ ýŘĆÎÖœ SSþÂŮŒþćÃœ p Ćî ŚŞ Ćî ťĺŘ r/d ěŘ ÂţðďÃŞ ùběŘÀœŘ ŚŞ ýŚûùÂð ĆŞ ćøÀ¡õ ÀœĄłüõ ŰŚìĚõ ÝţþďĄÚóŘ ÍĺĄŮ ĆÞŮŚą ěŘ Ûśì ŚŮ Ćî üþŚûùÂð ćŘÀãŮ SSþŘÂŞŚĂŞ □ .ťĺŘ ⌈1 + 6d⌉^d ÂŞŘÂŞ ÂůîŘÀ§ ø n ěŘ ÛÖţÆõ ćŘÀãŮ SSþŘ 3Ýó ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ÀœďŘć üœŚłĄşÞû r áŚãł ĆŞ ùbÂîÂŞŘ Œþ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(d) öŚõě ďć ùÀœěŘćÂŢ Œþ ÍĺĄŮ ťąďć ùbÂð Œþ ŚŮ ĄŻøğÂŢ Ćb ÎÖœ Ćb ÜňŚê Ćb śĺŚ¡õ Ćî ÝþŘùćÂî ŋÂê üĂÞő ďĄÏ ĆŞ .ťĺŘ

ýÂČð ĆźČţœ 7

ýŚÌê ďć ĆÎÖœ n ÛõŚł P Ćb äĄÞźõ Œþ ŚŞ ÂÒŚĂţõ BBD-tree Œþ ýěŘĄõ ťąŚĺ ýŘÂŞ O(log^2(n)) öŚõě ŚŞ üÞţþďĄÚóŘ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć SSþÂŮŒþćÃœ ýĄźţÆŻ ýŘÂŞ ýěŘĄõ ÝţþďĄÚóŘ Œþ öŊ ğŚĺŘ ÂŞ Åşĺ .ÀþćÂð ĆŐŘďŘ CREW PRAM ñÀõ ďć ùÀœěŘćÂŢ O(n) ŚŞ ,R^d .ÀłŚŞüõ O(log(n)) Ćb śŮÂõ ěŘ ťąďć ďć öŊ ýĄźţÆŻ öŚõě Ćî Àł ĆŐŘďŘ P ŕŚÖœ ýŚûĆþŚÆÞû ùćŚĺ ýŚûľÂŞ ěŘ ĆØČţóŚ§ ďć .ťĺŘ ťąďć ťąŚĺ Ćb Ü§Âõ öćÂî ĆĂČúŞ ,ćŘć ôŚźœŘ ĆČõě SSþŘ ďć öŘĄŮüõ Ćî ýÂÚþć ýŚûďŚî ĆÜÞŻ ěŘ ďć Řď üúŞŚÈõ ďŚţąŚĺ öŘĄţŞ Àĺďüõ ÂÑœ ĆŞ Ćî ÝČţÆû FS-tree Œþ ýěŚĺÇČŢ ÀĂõěŚČœ ÝČĂî ùćŚÔţĺŘ ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ ťĺć O(1) öŚõě ĆŞ öŘĄţŞ üþŚûľěŘćÂŢÇČŢ ôŚźœŘ ŚŞ ťĺŘ SSØÞõ ŋŚśÖœŘ Ćb łĄð öćÂî ŘÀČŢ ďć ďĄÏ SSČÞû .ťąŚĺ O(log n) öŚõě üśóŚŻ ýŚûďŚî ĆÜÞŻ ěŘ ,ùÀœěŘćÂŢ P üÜî ťóŚ§ ďć Śþ O(n/ log(n)) ćŘÀãŮ ĆŞ ŚûùÀœěŘćÂŢ ćŘÀãŮ ÇûŚî ø ÝţþďĄÚóŘ ýěŚĺùćŚČŢ .ťêŚþ .ćŘć ôŚźœŘ ĆĂČõě SSþŘ ďć öŘĄŮüõ Ćî ťĺŘ

âŻŘÂõ

[1] S. Arya, D. M. Mount, N. S. Netanyahu, R. Silverman and A. Wu. An optimal algorithm for approximate nearest neighbor searching. Journal of ACM, 45:891-923, 1998.

[2] P. B. Callahan. Optimal parallel all-nearest-neighbors using the well-separated pair decomposition.

In Proc. 34th Sympos. on Foundations of Computer Science, pages 332-341, 1993. [3] P. B. Callahan and S. R. Kosaraju. A decomposition of multi-dimensional point sets with applications to k-nearest-neighbors and n-body potentional fields. Journal of ACM, 42:67-90, 1995.

[4] C. Duncan, M. Goodrich and S. Kobourov. Balanced aspect ratio trees: Combining the advantages of kd-trees and octrees. In Proc. 10th ACM-SIAM Sympos. on Discrete Algorithms, pages 300-309, 1999.

[5] J. H. Friedman, J. L. Bentley and R. A. Finkel. An algorithm for finding best matches in logarithmic expected time. ACM Trans. Math. Software, 3:209-226, 1977 [6] T. Kanungo, D. M. Mount, N. S. Netanyahu, C. Piatko, R. Silverman and A. Wu. An efficient k-means clustering algorithm: Analysis and Implementation. In Proc. 16th ACM Sympos. on Computational Geometry, 2000.

[7] N. Katayama and S. Satoh. The SR-tree: An index structure for high dimensional nearest neighbor queries. In Proc. ACM SIGMOD Conf. on Management of Data, pages 369-380, 1997.

[8] J. M. Kleinberg. Two algorithms for nearest-neighbor search in high dimensions. In Proc. 29th STOC, 1997.

[9] M. J. Quinn. Parallel Computing. second edition, Mc-GRAW HILL Inc., 1994. [10] P. N. Yianilos. Data structures and algorithms for nearest neighbor search in general metric spaces.

In Proc. 4th ACM-SIAM Sympos. on Discrete Algorithms, pages 311-321, 1993.

FS-tree ďć ŚÌê ÝČÆÖŮ ùbĄ¡œ :3 ÛØł

FS-tree A

üţąďć ĆţśóŘ .ťĺŘ ùÀþćÂð đÂÎõ ]3[ďć ďŚŞ SSČóøŘ ďŚţąŚĺùćŘć SSþŘ .ÝþěŘćÂŢüõ Fair Split Tree ôŚœ ĆŞ üţąďć üêÂãõ ĆŞ ťÞÆì SSþŘ ďć ùÀł üłŚœ ŚźœŊ ěŘ üðćŚĺ SSþŘ ńŚą ďĄÏ ĆŞ .ÀłŚŞüõ ,ťĺŘ ùÀł öŚČŞ ŚźœŊ ďć ĆżœŊ ěŘ ÂŮùćŚĺ ýÀ§ ŚŮ ÝČĂîüõ üêÂãõ ŚźĂþŘ ďć Śõ Ćî ŚŞ Ćî ťĺŘ kd-tree ěŘ üÜØł âìŘø ďć ďŚţąŚĺ SSþŘ .ÀĂîüõ ďĄśä ÝČÆÖŮ âÜő Íĺø ěŘ ÝČÆÖŮ Ćb ¡ÔňÂŞŘ ùďŘĄÞû ÝČĂîüõ ŋÂê Śõ Ćî ťĺŘ ÂÑœ ěŘ .ÀłŚŞüõ ]3[ďć ùÀł üêÂãõ ďŚţąŚĺùćŘć ŚŞ ťûŚśł ÂÏŚą ĆŞ ŚúĂŮ FS-tree ôŚœ ěŘ ùćŚÔţĺŘ .ćĄłüõ ĆţąŚĺ Íĺø ěŘ ÝČÆÖŮ ùbÀäŚì Řď P ľÂŞ Œþ .ťĺŘ ùÀł ùćŘć P ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ ÝČĂî ŋÂê .ćÂČðüõ ďŘÂì řĺŚĂţõ üŚûďŚţąŚĺ ùø Âð ďć ťąďć SSþŘ ,ýÀĂŞ Ćţĺć ěŘ üØþ ÂŞ ćĄÞä (ÝČÆÖŮ Ćb ¡ÔňÂŞŘ ôŚœ ĆŞ) Ćb ¡ÔňÂŞŘ éÂÏ Œþ ďć ôŘÀî Âû Ćî üúŮŚœ Ćb äĄÞźõ øć ĆŞ öŊ ÝČÆÖŮ öŘĄĂä ĆŞ ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ŰďĄň ĆŞ Ćî ťĺŘ üþøćøć ťąďć Œþ ,P ŕŚÖœ ĆäĄÞźõ ŚŞ ÂÒŚĂţõ (split tree) ľÂŞ ťąďć Œþ .ÀœďŘć ďŘÂì ,ŰŚÊţ£õ ýŚûďĄ¡õ ćÂê ĆŞ ÂÊ¡Ăõ ľÂŞ ťąďć Œþ ýŘďŘć P Ćb äĄÞźõ ùŚÚœŊ |P | = 1 ÂðŘ Ćî ťĺŘ ŰďĄň SSþŘ ĆŞ ťąŚĺ ÀĂþŘÂê .ćĄłüõ ĆţąŚĺ üţÈðěŚŞ Œþ Âû Ćî ťĺŘ ťąďć Âþě øć ýŘďŘć ø ťĺŘ P öŊ Ćb Èþď Ćî ćĄŞ ÀûŘĄą üţąďć ŰďĄň SSþŘ ÂČè ďć .ťĺŘ P ùbÂð ÛõŚł Ćî ťĺŘ ŰďĄň ďć) Řď ùÂð SSþŘ ďÀŢ ,ťąďć ďć A ùbÂð Âû ýŘěŘ ĆŞ .ÀłŚŞüõ P ľÂŞ ěŘ ÛňŚ§ Ćb äĄÞźõÂþě øć ěŘ üØþ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ľÂŞ ťąďć .ÝČûćüõ öŚÈœ p(A) ŚŞ (ćĄŻø :ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ SSČþŚŢ ĆŞ ĎŚŞ ŰďĄň ĆŞ ,ÝČûćüõ ÇþŚÞœ ~R(A) ŚŞ Ćî Řď A ùbÂð ŚŞ ÂÒŚĂţõ üŻďŚą ÛČÎţÆõÂŞŘ .l( ~R(P )) = lmax(P ) ø ťĺŘ R(P ) ÃîÂõ ÂŞ ÕśÎĂõ ľÃîÂõ Ćî ťĺŘ üśãØõÂŞŘ ùbÀĂûć öŚÈœ ~R(P ) ,P Ćb Èþď ýŘÂŞ • ěŚŞ ÛČÎţÆõÂŞŘ øć ĆŞ ÃČœ Řď ~R(p(A)) ,ťĺŘ ùÀł ĆţêÂð ďŚî ĆŞ p(A) ÝČÆÖŮ üŘÂŞ Ćî üÞČÆÖŮ Ćb ¡Ôň ÂŞŘ ,A Ûůõ ŚûùÂð ÂþŚĺ ýŘÂŞ • .ťĺŘ A ÛõŚł Ćî ťĺŘ üÜČÎţÆõÂŞŘ ~R(A) .ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ ŚŞ ýěŘĄõ ø ćďÁðüõ ÝČÆÖŮ ĆŻø Íĺø ěŘ ÝČÆÖŮ Ćb ¡ÔňÂŞŘ öŊ ďć Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ A ěŘ üłÂŞ öŘĄĂä ĆŞ Řď A ùbÂð fair split Œþ FS-tree ďŚÊţąŘ ĆŞ Śþ fair split tree ,ćĄłüõ ĆţąŚĺ ñćŚä ýŚûľÂŞ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ŚúĂŮ Ćî üłÂŞ ťąďć .ťĺŘ ~R(A) ÂÒŚĂţõ ĆŻø øć .ćĄłüõ ùÀČõŚœ

BBD-tree B

ďŚţąŚĺùćŘć SSþŘ .ÝþěŘćÂŢüõ BBD-tree ďŚÊţąŘ ĆŞ Śþ Balanced Box Decomposition Tree ôŚœ ĆŞ üţąďć üêÂãõ ĆŞ Ç£Ş SSþŘ ďć Ć Ş Ś Ì ê ü ś ŮŘÂ õ Ć Ü Æ Ü ĺ Ý Č Æ Ö Ů ğŚ ĺŘ Â Ş Ć î ť ĺŘ ü ĺÀ Ă û ýŚ ûďŚ ţ ąŚ ĺùćŘć ěŘ ü Ø þ ť ąďć SS þŘ .À þćÂ ð đÂ Î õ ]1[ ďć ďŚ Ş SS Č óøŘ SSþŘ Ýúõ üðÄþø øć Ćî ťĺŘ SSþŘ BBD-tree üÜňŘ ťČňĄÊą .ćĄłüõ ĆţąŚĺ ,ŰŚÊţ£õ ýŚûďĄ¡õ ÂŞ ćĄÞä áĚőŘ ŚŞ üþŚûÛČÎţÆõ üţÈðěŚŞ ďĄÏ ĆŞ ďŚţąŚĺùćŘć SSþŘ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ]5[kd-tree ñŚůõ öŘĄĂä ĆŞ .ťĺŘ ùćÂî ÝûŘÂê ďŚţąŚĺùćŘć Œþ ďć Řď ŚûďŚţąŚĺùćŘć ďć .ÀĂłŚŞ ýøŚÆõ ŚfśþÂÖŮ ŕŚÖœ ćŘÀãŮ ÛõŚł ùÀł ćŚźþŘ Ćb Č§Śœ øć Ćî ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ ýďĄÏ Řď ŚÌê ,ŚûďĄ¡õ ÂŞ ćĄÞä Ćb ¡ÔňÂŞŘ ÍĺĄŮ ďć .ÀŞŚþüõ ÇûŚî üþŚÞœ ŰďĄň ĆŞ ÂČÆõ ýŚûùÂð üÜąŘć ŕŚÖœ üţČóŚĂþćďŚî ,ÝČĂîüõ ťîÂ§ SSČŐŚŢ ĆŞ ťąďć ďć Ćî ďĄÏ SSČÞû ĆźČţœ

............. . . . . . ............. . . . . . . . . . . . . . ............. ............. bO p bI

üðćÂÈê ťþćøÀ¡õ :4 ÛØł

ÝČÆÖŮ ćøÀ¡õ üãÜő ťśÆœ ŚŞ üÜČÎţÆõ ü§ŘĄœ ĆŞ ŚÌê ,ŚúœŊ ďć Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ]3[quad-tree ÂŞ üĂţśõ ýŚûďŚţąŚĺùćŘć ÛŞŚÖõ .ÀŞŚþüõ ÇûŚî üþŚÞœ ďĄÏ ĆŞ (âÜő SSþÂţðďÃŞ ùběŘÀœŘ) ùÂð Âû üĺÀĂû ùběŘÀœŘ ťąďć ďć SSţêď SSČŐŚŢ ŚŞ ŚûďŚţąŚĺ ýÂĺ SSþŘ ďć .ćĄłüõ ÛõŚł Řď ùěŘÀœŘ üþŚÞœ ÇûŚî Ýû ø üţČóŚĂþćďŚî üþŚÞœ ÇûŚî Ýû Ćî ćĄłüõ ĆţąŚĺ üþŚÌê ÝČÆÖŮ áĄœ Œþ ğŚĺŘ ÂŞ BBD-tree ĆØÜŞ ,ťÆČœ ùćŚĺ ÛČÎţÆõÂŞŘ Œþ BBD-tree ùbÂð Âû Ćî ťĺŘ SSþŘ ëĄê ýŚûďŚţąŚĺùćŘć ÂþŚĺ ø BBD-tree SSČŞ üÜňŘ ŰøŚÔŮ .ćĄłüõ ÍĺĄŮ Řď ü§ŘĄœ SSþŘ öŘĄŮüõ Ćî ťĺŘ ĳőŘø .ťĺŘ ŕŚ¡õ ýÂÚþć ďć üØþ Ćî ťĺŘ ÛČÎţÆõÂŞŘ øć ýŘĆäĄÞźõ ÛőŚÔŮ üÜî ťóŚ§ ďć Œþ .ÀĂłŚŞ ĆţłŘÀœ ýćøÀ¡õ üãÜő ťśÆœ ťĺŘ SSØÞõ ÛňŚ§ ýŚûÛČÎţÆõÂŞŘ ĆţśóŘ ;ćÂî ÛþÀśŮ ÛČÎţÆõÂŞŘ 2d ĆŞ üþŚûľÂŞ .ćĄŞ ÀûŘĄą O(dn) Ćb śŮÂõ ěŘ öŊ ýďŘÀúÚœ ýŘÂŞ ěŚČœ ćďĄõ Ćb ÑêŚ§ ŘÁó ,ťĺŘ ùÂð O(n) ýŘďŘć BBD-tree ďĄÏ ĆŞ ÛÞä øć SSþŘ .ćĄłüõ ĆţąŚĺ^{16}ŋŚśÖœŘ ø (ľÂŞ üðćŚĺ ĆŞ Śþ) ñćŚä ľÂŞ ÛÞä øć ď ÂØõ ýÂČðďŚî ĆŞ ŚŞ BBD-tree ĆØĂþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ öŘÀœě Âê SSþŘ .ÀœĄłüõ ùÀČõŚœ öŊ öŘÀœě Âê Ćî ÂţØİĄî ýŚûñĄÜĺ ĆŞ ñĄÜĺ Œþ ÝČÆÖŮ ýŘÂŞ ÀĂţÆû üþŚûľø ď ,ýćĄúł ñĄÜĺ øć ĆŞ Řď ñĄÜĺ Œþ ŋŚśÖœŘ ÛÞä .ÀœĄłüõ ùÀČõŚœ^{18}ĎŚŞ ø^{17}SSČþŚŢ Àœě Âê ,ÀłŚŞ ÝČÆÖŮ Ćb ¡Ôň ěŘ ÂţÈČŞ Śþ ÂţÞî öŚÈŮŚÊţ£õ ÛÞä SSþŘ .ÀĂîüõ ùćŚÔţĺŘ (ćĄłüõ ùÀČõŚœ ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ Ćî) ĆśãŻ Œþ ěŘ ÝČÆÖŮ Ćb ¡Ôň ěŘ ùćŚÔţĺŘ ýŚŻ ĆŞ üóø ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ Ćî ÀœĄłüõ ôŚźœŘ ýďĄÏ ŰŚČÜÞä øć Âû .ćďŘć ďŘÂì ŽďŚą ďć ýÂÚþć ø ÛąŘć ďć üØþ Ćî ÀĂîüõ ÝČÆÖŮ Àœě Âê øć ĆŞ Řď ñĄÜĺ Œþ :ÀĂłŚŞ ďŘÂìÂŞ ùďŘĄÞû Âþě ŰŚČňĄÊą .ÀœěŚĺ ùćďøŊÂŞ Řď üãÜő ťśÆœ ťþćøÀ¡õ ťČňŚą ŚûĆśãŻ Ćb Þû (1 ÂðŘ .ťłŘć ÀûŘĄą ďŘÂì öŘÀœě Âê ěŘ üØþ ďć ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ ĆśãŻ SSþŘ ,ÝČÆÖŮ ěŘ ÅŢ ,ťĺŘ üÜąŘć Ćb śãŻ Œþ ýŘďŘć ďÀŢ ñĄÜĺ ÂðŘ (2 .ťłŘć ÀûŘĄą ďŘÂì üÜąŘć Àœě Âê ÛąŘć ďć üÜąŘć Ćb śãŻ SSþŘ ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ ŋŚśÖœŘ ÛÞä SSþŘ .ÀĂłŚŞ ùÀĂśÆİ öŚłÂÒŚĂţõ üŻďŚą ýŚûĆśãŻ ýŘÂŞ üÜąŘć ýŚûĆśãŻ (3 ÝČÆÖŮ ýøŚÆõ ŰďĄň ĆŞ ŕŚÔœ Ćî ćÂî SSČÞÌŮ öŘĄŮüÞœ üÜî ťóŚ§ ďć ,ÀœĄłüõ ñŚÞäŘ ŚûľÂŞ ÍÖê üţìø Ćî ťĺŘ ĳőŘø ćĄłüõ űäŚŞ ŋŚśÖœŘ ÛÞä ýćĄúł ďĄÏ ĆŞ .ÀłŚśœ öěŘĄţõ ťĺŘ SSØÞõ ,ćĄłüõ ĆţąŚĺ ŚûľÂŞ Ćb źČţœ ďć ÍÖê Ćî üţąďć ŘÁó ÀœĄłüõ Ćb śãŻ öŊ ďć Ćî ťĺŘ ŋŚśÖœŘ ěŘ üňŚą ťóŚ§ ľÂŞ Ćî ÀČĂî ĆŻĄŮ .ťĺŘ ĎŚŞ ŚúœŊ ďć ŕŚÖœ üóŚÚİ Ćî ÝČĺÂŞ ýŘü§ŘĄœ ĆŞ ŚfãþÂĺ ŚŮ ĆØĂþŘ öćÂî É£Èõ ýŘÂŞ Ćî ťĺŘ SSþŘ ćďŘć ćĄŻø üÜÞä ÂÑœ ĆÎÖœ ěŘ Ćî üŮøŚÔŮ .ćďŘć üŻďŚą Ćb śãŻ ŚŞ íÂţÈõ âÜő 2d − 1 ŋŚśÖœŘ ďć ÂÑœ ćďĄõ Ćb ÎÖœ Ćî ľÂŞ Ćb ¡Ôň ěŘ üêÂÏ öćÂî ŘÀČŢ Ćî üóŚ§ ďć ťĺŘ ěŚČœ ĆÆþŚÖõ 2d ĆŞ ćďŘć ďŘÂì ŋŚśÖœŘ Ćb śãŻ ÛąŘć ďć ĆÎÖœ Œþ .ťĺŘ ĆÆþŚÖõ Œþ ÀĂõěŚČœ ŚúĂŮ ťĺŘ öŊ .ćĄłüõ öŚČŞ ÀãŞ Ýó ďć Ćî ťĺŘ üðćÂÈê ťþćøÀ¡õ öŚÞû ,ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ öŊ ěŘ Śõ Ćî BBD-tree üĺŚĺŘ ťČňŚą

ŚŞ ùbÂîÂŞŘ Œþ ŚŞ Ćî s ùběŘÀœŘ ÛìŘÀ§ ŚŞ ýŚûïÂŞ ćŘÀãŮ .ťĺŘ ćĄŻĄõ R^d ďć ĆÎÖœ ĆäĄÞźõ Œþ ŚŞ ÂÒŚĂţõ BBD-tree Œþ . 3 Ýó .ťĺŘ ⌈1 + 6r/s⌉^d ÂŞŘÂŞ ÂůîŘÀ§ ,ÀœďŘć üœŚłĄşÞû Lm ďŚČãõ ť¡Ů r áŚãł

shrink^{16} low^{17} high^{18}