ŒÞî ĆŞ öŚõě SSþÂţÞî ďć ďŚÈţœŘ ýŘÂŞ üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ĆĂČÈČŞ ùbďŚł

üĺÀì ÀÞa ¡õ ŚČœýďŚÆœŘĄą ÀČõŘ

ÓþÂł üţãĂň ùŚÚÈœŘć ,ÂŮĄČşõŚî üĺÀĂúõ ùbÀØÈœŘć ghodsi@sharif.edu, khansary@ce.sharif.edu

ùÀČØİ

ĆóŚbÆõ ŰďĄň öŚČŞ ěŘ ÅŢ .ćěŘćÂŢüõ üĂÔÜŮ ŕŚśŮďŘ ñÀõ ŚŞ ýŚûĆØśł ďć öŚõě SSþÂţÞî ďć ďŚÈţœŘ Ćb óŚbÆõ ĆŞ ĆóŚÖõ SSþŘ ÛňŚ§ ŠŘĄŻ Ćî ććÂðüõ ĆŐŘďŘ ÀþÀŻ üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ,ÀœŘùÀł ü§ŘÂÏ öĄĂîŚŮ Ćî üśþÂÖŮ ýŚúÞţþďĄÚóŘ ÂŞ ďø Âõ ø SSţêŚþ ŒČĂØŮ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ,ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ üðÄþø .ÀłŚŞüõ ÂţÈČŞ O( √ n) öŘÃČõ ĆŞ ÂůîŘÀ§ ,ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ĆŞ ťśÆœ öŊ ěŘ ťþŚúœ ďć .ťĺŘ ćĄŻĄõ üśþÂÖŮ ýŚúÞţþďĄÚóŘ ďć Ćţêď ďŚØŞ ýŚúłø ď ŚŞ ĆÆþŚÖõ ďć ÀþÀŻ üţêŚČûď Ćî ÀłŚŞüõ ĆĂČÈČŞ ùbďŚł .ćĄłüõ ôŚźœŘ ćĄŻĄõ ÝţþďĄÚóŘ SSþÂţúŞ ø ÀþÀŻ ÝţþďĄÚóŘ SSČŞ ýŘĆÆþŚÖõ ÃČœ üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ ,ùďŚł éŘÂð ,ĆØśł ďć ďŚÈţœŘ :ýÀČÜî ýŚûùęŘø

ĆõÀÖõ 1

.ćďŘÀœ ćĄŻø call Œþ üÏ ďć ùÀł ĆóćŚśõ ŰŚäĚÏŘ öŘÃČõ ďĄÏ ĆŞ ùÀł ôŚźœŘ ýŚûcall ěŘ ýŘĆäĄÞźõ round Œþ ÀÈîüõ ñĄÏ üœŚõě À§Řø Œþ round Âû .ťĺŘ öŚõÃÞû öŚõě ďć ø ěŚèŊ t − 1 öŚõě ěŘ round_t ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ ø Ćb śó ýø ď ÂŞ call Œþ ÂðŘ ,round Âû ďć .ćĄłüõ ôŚÞŮ t Œþ ŰďĄň SSþŘ ÂČè ďć ø ñŚãê Ćb śó Œþ e ,ćÂČð ďŘÂì e ťþÂþÀõ SSČœŘĄì Ćb äĄÞźõ ,ýÀĂśœŚõě .ťĺŘ ďŚØČŞ Ćb śó .ťĺŘ round Âû ďć ŚûĆśó ýěŚĺñŚãê öŊ ďć Ćî ććÂðüõ ëĚÏŘ ýÀĂþŊÂê ĆŞ ďŚÈţœŘ Ćb óŚbÆõ ďć ü þŊďŚ î Â Ú œŚ Č Ş ýŚ ú ţ Č Þ î SS þÂ ţ Þ ú õ ěŘ ü Ø þ ÂňŚĂä SSČŞŚõ ôŚČŢ ñŚÖţœŘ ťäÂĺ ,üÏŚśŮďŘ Ćb Øśł Œþ ýŚúłø ď ü§ŘÂÏ ýŘÂŞ ýďŚČÆŞ ŰŚÖČÖ¡Ů .ťĺŘ ĆØśł ,ĆÜÞŻ öŊ ěŘ Ćî ĆţêÂð ôŚźœŘ üõŚČŢ ÂČąŚbŮ ýěŚĺĆĂČÞî .ÀłŚŞüõ ĆØśł Œþ ďć^1ďŚÈţœŘ öŚõě Ś Ş Û Ê ţ õ éŘÂ ð Œ þ Ćb Ü Č ĺĄ Ş Ć Ø ś ł ,Ć óŚ Ö õ SS þŘ ďć ñÀõ SSþŘ ďć .ćĄłüõ ĆţêÂð ÂÑœ ďć üĂÔÜŮ üÏŚśŮďŘ ñÀõ ü ÏŚ ś ŮďŘ Í ą ýø ď Â Ş ôŚ Č Ţ Œ þ ñćŚ ś Ů À §Řø ,ü ÏŚ ś ŮďŘ ýŘÂ Ş ü ţ þćøÀ ¡ õ ø ćĄ łü õ ùÀ Č õŚ œ call ,(éŘÂ ð Ćb ś ó)

broadcast time^1

ěŘ ôŚ Č Ţ ,round Â û ďć ,Ś þĄ Ţ ýÃ þďĆ õŚ œÂ Ş ľø ď ďć ěŘ .ććÂðüõ ñŚĺďŘ ùÀœÂČð ýŚúûÂð ĆŞ ùÀĂţĺÂê ýŚúûÂð ,ÀœďŘć ďŘÂì ďøŚźõÂČè ýŚûĆśó ýø ď ÂŞ Śûcall Ćî ŚźœŊ SSČŞŚõ ÕŞŚÎŮ Œþ round Âû ďć ñŚãê ýŚûĆśó SSþŘÂŞŚĂŞ .À œďøŊü õ ćĄ Żø Ć Ş ôŚ Č Ţ ùbÀ œÂ Č ð ø ùÀ Ă ţ ĺÂ ê ýŚ ú ûÂ ð Ś Ş ü þŚ ú ûÂ ð Ć Ş ŘÀ ţ ŞŘ ďć ôŚ Č Ţ Ć î ť ĺŘ Â ţ ú Ş Ďf Ą Þ ã õ Ćb Żďć Ćî üþŚúûÂð Ěf ůõ .ćĄł ñŚĺďŘ ńŚą ýŚúČðÄþø .ÀłŚŞ ĆĂČÈČŞ ôŚČŢ ùbÀœÂČð ýŚúûÂð üõŚÞŮ SSČŞ ďć ŚúœŊ Ć ś ł Ý ţ þďĄ Ú óŘ SS þŘ Ć î ť ĺŘ ùÀ ł ť ŞŚ Ź ]4[ â ŻÂ õ ďć √ n ŚŮ ÀœŘĄŮüõ ľø ď SSþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ø ťĺŘ ýŘĆÜÞŻÀĂİ ľø ď ýÂ Č ðďŚ î Ć Ş Å Ţ .À Ă î À Č óĄ Ů Â ŮÀ Ş ŠŘĄ Ż ,Â ŞŘÂ Ş öŘĄŮüõ üóø ÀłŚŞüÞœ öŚĂČÞÏŘ ÛŞŚì ŚþĄŢ ýÃþď ĆõŚœÂŞ MBT Ćb óŚbÆõ Û§ ýŘÂŞ FPAS ÝţþďĄÚóŘ Ćî ťêÂð ĆźČţœ .ćďŘć ćĄŻø ýěŚĺĆĂČúŞ ÛŐŚÆõ ŚŞ ŕŚśŮďŘ ďć Ýúõ ýŚúłø ď ěŘ üØþ SS ţ êŚ þ éÀ û .ť ĺŘ Ć ś Ü è ø Ý Č Æ Ö Ů ľø ď ,Ś ú êŘÂ ð ďć ýŘĆ œĄ ð Ć Ş (SepV) ť ĺŚ ú ûÂ ð ěŘ ü Ø İĄ î Ćb äĄ Þ ź õ Śf śþÂÖŮ ýŚûùěŘÀœŘ ŚŞ ÀĂśÞû ýŚûĆÔóĄb õ ,ŚúœŊ éÁ§ Ćî ĆŞ ĆœŚðŘÀŻ ,ĆÔóĄb õ Âû Åşĺ ø ùćďøŊ ćĄŻø ĆŞ öŚÆØþ SSþŘ üþŊďŚî ,ĆœŚÔĺŚb ţõ .ćĄłüõ Û§ üţÈðěŚŞ ŰďĄň ÀœďŘć üðďÃŞ SepV Ćb äĄÞźõ Ćî üþŚúêŘÂð ýŘÂŞ ľø ď Œþ Ćî ťĺŘ ùÀł ťŞŚŹ ]5[ âŻÂõ ďć .ťÆČœ řĺŚĂõ O(log n)ϕ(n) ř þÂ Ö Ů ř þÂ ő Ś Ş ü ś þÂ Ö Ů Ý ţ þď ďĄ Ú óŘ éŘÂ ð Œ þ ďć ďŚ È ţ œŘ öŚ õě SS þÂ ţ Þ î Ćb óŚb Æ õ Û § ýŘÂ Ş .ćďŘć ćĄŻø < ρ, ϕ(n) > −Separable ďć ýÀþÀŻ ùbÀþŘ ,ĆĂČÈČŞ ùbďŚł ŒÞî ŚŞ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć ĆŐŘďŘ MBT Ćb óŚb Æõ Û§ ýŘÂŞ üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ ü§ŘÂÏ âŞŚŮ ôŚœ ĆŞ üõĄúÔõ ŘÀţŞŘ ďĄÑĂõ SSþŘ ýŘÂŞ .ťĺŘ ùÀþćÂð ýŘĆÜÞŻÀĂİ Ćśł üÞţþďĄÚóŘ Åşĺ ø ùÀł üêÂãõ^4ñÂţĂî ùćŚÔţĺŘ ŚŞ (MFC)^5ĆĂČÞî ñÂţĂî âŞŚŮ Ćb óŚbÆõ Û§ ýŘÂŞ ÝČÆÖŮ ŚŞ ťþŚúœ ďć .ťĺŘ ùÀþćÂð ü§ŘÂÏ ùďŚł éŘÂð ěŘ ýÂČðďŚØŞ ø Ćţĺć ÀĂİ ĆŞ G éŘÂð ýŚúûÂð Ćb äĄÞźõ Œ þ ,MFC Ćb óŚb Æ õ Û § ýŘÂ Ş ùÀ ł ü §ŘÂ Ï Ý ţ þďĄ Ú óŘ ÛňŚ§ ŠŘĄŻ Ćî ćĄłüõ üêÂãõ ÀþÀŻ üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ

Řď M ôŚČŢ ÀþŚŞ ,ďŚÈţœŘ ÛÞä ùbÀĂĂîěŚèŊ öŘĄĂä ĆŞ v ùÂð ÛÞä Œþ üþŊďŚî .ÀĂî ñŚĺďŘ ĆØśł ýŚúûÂð üÖŞŚõ ĆŞ ÛČÞØŮ ýŘÂŞ ôěĎ üœŚõě ýŚûÀ§Řø ćŘÀãŮ ŚŞ Ďf ĄÞãõ ďŚÈţœŘ ďŚî ĆŞ ýÀĂśœŚõě ôĄúÔõ ĆŞ S ÂðŘ .ćĄłüõ ùÀČźĂĺ öŊ v ùÂð ěŘ ďŚÈţœŘ öŚõě ,ÀłŚŞ G éŘÂð ďć ďŚÈţœŘ ýŘÂŞ Ćţêď .ćĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ b(v, G, S ) ŚŞ S ýÀĂśœŚõě ÕŞŚÎõ Ćî ťĺŘ G ďć v ùÂð ěŘ ďŚÈţœŘ öŚõě ýŚĂãõ ĆŞ b(v, G) v ùÂ ð ěŘ áø Â ł Ś Ş ôŚ Č Ţ Œ þ ďŚ È ţ œŘ öŚ õě SS þÂ ţ Þ î Â ŞŘÂ Ş .ťĺŘ S SSØÞõ ýŚúþÀĂśœŚõě ôŚÞŮ ýŘěŘ ĆŞ ,G éŘÂð ďć :üĂãþ b(v, G) = min_S {b(v, G, S )} , b(G) = max_v {b(v, G)} b(v, G) ýŚ Ż Ć Ş b(v) ěŘ ,ôŚ ú ŞŘ ćĄ Żø ôÀ ä ŰďĄ ň ďć .ćĄłüõ ùćŚÔţĺŘ ùÂ ð öŘĄ Ă ä Ć Ş u ùÂ ð Ś Ş G = (V , E ) Ćb Ø ś ł ďć ,(MBT)^2 ĆĂČÞî ďŚÈţœŘ öŚõě Ćb óŚbÆõ ,ďŚÈţœŘ ùbÀĂĂîěŚèŊ À§Řø b(u) ďć ŚúûÂð üÖŞŚõ ĆŞ u ùÂð ěŘ ôŚČŢ Œþ ďŚÈţœŘ Ćb óŚb Æ õ Œ þ ü Ü î ť óŚ § ďć MBT Ćb óŚb Æ õ .ť ĺŘ ü œŚ õě ,ýŘĆÜÞŻÀĂİ ŚfþĄì ÝţþďĄÚóŘ SSþŘÂŞŚĂŞ ø ťĺŘ ôŚÞŮ-NP ť óŚ § .]3[ť ĺŘ ùÀ È œ ü §ŘÂ Ï öŊ Û § ýŘÂ Ş öĄ Ă îŚ Ů ,ùÂ ð Œ þ ýŚ Ż Ć Ş Ć î ť ĺŘ öŊ ďŚ È ţ œŘ Ćb óŚb Æ õ Â ţ Č Ü î ôŚČŢ ŘÀţŞŘ ďć (V_0 ÀĂœŚõ) éŘÂð ýŚúûÂð ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě ďŚÈţœŘ ÛÞä ùbÀĂĂîěŚèŊ ÀĂœŘĄŮüõ ø ĆţłŘć ďŚČţąŘ ďć Řď ďŘÀÖõ ýŘÂŞ üţ§ ,ĆóŚbÆõ SSþŘ .(^3SMBT Ćb óŚbÆõ) ÀĂłŚŞ ýŘÂŞ üœŚõě ýŚûÀ§Řø ćŘÀãŮ ÂůîŘÀ§ k öŊ ďć Ćî k = 4 .]3[ ÀłŚŞüõ ôŚÞŮ-NP ,ťĺŘ ďŚÈţœŘ ÛÞä ôŚÞŮŘ ű ¡ Ş ćďĄ õ ñÀ õ ýŘÂ Ş ćĄ ŻĄ õ Ý ţ þďĄ Ú óŘ SS þÂ ţ ú Ş ř þÂ Ö Ů ř þÂ ő Ś Ş ü Þ ţ þďĄ Ú óŘ ,Ć óŚ Ö õ SS þŘ ďć řóŚŻ ÝţþďĄÚóŘ .]6, 2[ÀłŚŞüõ O(log^2 n/ log log n) ÛõŚî ýŚúêŘÂðÂþě ěŘ üţąďć ,ĆØśł Ćî üţóŚ§ ýŘÂŞ ÂÚþć ÝţþďĄÚóŘ Œþ ťóŚ§ SSþŘ ýŘÂŞ .ťĺŘ ùÀõŊ ]4[ ďć ťĺŘ Ć Ş ť ś Æ œ öŊ ěŘ Û ňŚ § ŠŘĄ Ż Ć î ćďŘć ćĄ Żø ü ś þÂ Ö Ů .ťĺŘ ÂţÈČŞ O(log^2 n) öŘÃČõ ĆŞ ÂůîŘÀ§ ,ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ .ťĺŘ ùÀþćÂð ĆŐŘďŘ ÃČœ ýÂÚþć ýŚúłø ď SSČĂżÞû

Minimum Broadcast Time^2 Subset Minimum Broadcast Time^3 Function Control^4 Minimum Function Control^5

ø ùćĄŞ G ďć ÂÒŚĂţõ ÂČÆõ SSþÂţûŚŮĄî ,T ďć v_i ∈ S ĆŞ ø v_0 Ćb Èþď ùÂð ŚŞ SPT .ÀłŚŞ S ĆŞ ÕÜãţõ T ïÂŞ Âû .ćĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ SPT (v_0, S ) ŚŞ S Ćb äĄÞźõ

öŚČŞ V_0 ⊆ V Ćb äĄÞźõ ýŘÂŞ ,ñÂţĂî éŘÂð ÓþÂãŮ öĄĂîŘ ùćŚ Ô ţ ĺŘ À þÀ Ż ü ś þÂ Ö Ů Ý ţ þďĄ Ú óŘ ďć öŊ ěŘ Ć î ćĄ łü õ .ććÂðüõ

Û Č Ø È Ů ýŚ ûĆ łĄ ą Ć î À Č Ă î ŋÂ ê . 2 ÓþÂãŮ {C_1, ..., C_k } Ćb äĄ Þ ź õ ,G éŘÂ ð ěŘ V_0 éÁ § Ś Ş ùÀ ł ü È £ Şøć éŘÂ ð ,G ďć V_0 ñÂ ţ Ă î éŘÂ ð .À łŚ Ş ,V_1 = V_0 öŊ ďć Ć î ť ĺŘ D_{V0,G} = (V_1, V_2, A) ø Â ðŘ ť ĺŘ (v, C_i ) Ćb ś ó Û õŚ ł A ø V_2 = {C_1, ...C_k } éŘÂð ďć C_i ěŘ üûŘĄ£óć ùÂð ø v SSČŞŚõ ýŘĆśó ÂðŘ ÍÖê .ÀłŚŞ ćĄŻĄõ G

ÀœŘĄŮüõ ŰďĄň SSþÀŞ MBT Ćb óŚbÆõ ýďĄň ÓþÂãŮ Ćb óŚśœć ,v_0 ∈ V ùÂð ěŘ ďŚÈţœŘ Œþ .ććÂð öŚČŞ {v_0} = V_0, E_1, V_1, E_2, ..., E_k , V_k = V ďŘÂìÂŞ Âþě ÍþŘÂł 1 ≤ i ≤ k Âû ýŘÂŞ Ćî ýďĄÏ ĆŞ ťĺŘ :ÀłŚŞ .E_i ⊆ E ø V_i ⊆ V (1 ďć ,E_i ďć ćĄ ŻĄ õ Ćb ś ó Â û ğŘbď øć ěŘ ü Ø þ Í Ö ê (2 .ÀłŚŞ V_{i−1} .ťĺŚûĆśó ěŘ^8ÛÖţÆõ Ćb äĄÞźõ Œþ E_i ĆäĄÞźõ (3 .V_i = V_{i−1} ∪ {v : (u, v) ∈ E_i } (4 À§Řø k ďć ďŚÈţœŘ ÛÞä Ćî ćĄłüõ ĆţÔð üţóŚ§ SSČĂİ ďć SSþÂţØİĄî SSţêŚþ MBT Ćb óŚbÆõ .ćÂČðüõ ôŚźœŘ üœŚõě üœŚõě À§Řø k ďć ďŚÈţœŘ ÛÞä Ćî ýďĄÏ ťĺŘ k ďŘÀÖõ ùćŘć Ç þŚ Þ œ b(v_0, G) Ś Ş k ďŘÀ Ö õ SS þŘ .À łŚ Ş SS Ø Þ õ .ćĄłüõ ,ďŚÈţœŘ ýŘÂŞ u SSþěŚèŊ ùÂð ŚŞ G ÛÊţõ ùÂð Âû ýŘÂŞ ćŘÀ ã Ů ü œŚ õě À §Řø Â û ďć Ć î ŘÂ İ ,b(u) ≥ ⌈log n⌉ SSČþŚŢ À§ .ćĄłüõ ÂŞŘÂŞ øć ÂůîŘÀ§ ôŚČŢ ùbÀœÂČð ýŚúûÂð ,ť ĺŘ b(u) ≥ Diam(u) ŰďĄ ň Ć Ş b(u) ýŘÂ Ş Â Ú þć ŰŚ äĚ ÏŘ À œŘĄ Ůü õ Í Ö ê round Â û ďć ùÂ ð Â û Ć î ŘÂ İ G = K_n éŘÂ ð .À ûć ñŚ Ö ţ œŘ ćĄ ą ďøŚ ź õ ùÂ ð Ć Ş Řď

O( √ n) öŘÃČõ ĆŞ ÂůîŘÀ§ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ĆŞ ťśÆœ öŊ ěŘ řþÂÖŮ řþÂő ýŘďŘć ŰĎŚ§ ÂůîŘ ďć ø ÀłŚŞüõ ÂţÈČŞ .ťĺŘ (3 √ n/⌈ √ n⌉ + 2) ≤ 5 ýŘÂŞ ôěĎ ŰŚõÀÖõ ø ÓþďŚãŮ ĆóŚÖõ SSþŘ ôøć Ç£Ş ďć ďć .ććÂ ðü õ Ć ŐŘďŘ ,ùÀ ł ü §ŘÂ Ï À þÀ Ż Ý ţ þďĄ Ú óŘ öŚ Č Ş Û§ ýŘÂŞ üÞţþďĄÚóŘ ø ñÂţĂî âŞŚŮ ÓþÂãŮ ,ôĄĺ Ç£Ş À þÀ Ż Ý ţ þďĄ Ú óŘ ďć öŊ ěŘ Ć î ùÀ ł ùćďøŊ MFC Ćb óŚb Æ õ Àc þÀŻ Ý c ţþďĄÚóŘ ,ôďŚúİ Ç£Ş ďć .Àł ÀûŘĄą ùćŚÔţĺŘ řþÂÖŮ öŘÃČõ ŰŚśŹŘ ýŘÂŞ ôěĎ ýŚþŚÌì ø ùÀł ü§ŘÂÏ ÃČœ üþŚúţœŘ Ç£Ş ďć .ćĄłüõ öŚČŞ ,öŊ ěŘ ÛňŚ§ ŠŘĄŻ .ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ýÂČðĆźČţœ

ěŚČœ ćďĄõ ÓþďŚãŮ 2

ďŚ ţ êď đÂ ł ýŘÂ Ş Â þě Ý Č ûŚ Ô õ ø Ý ŐĚ ä ěŘ Ć óŚ Ö õ SS þŘ ďć éŘÂ ð Ćb Ü Č ĺø Ć Ş Ć Ø ś ł .ććÂ ðü õ ùćŚ Ô ţ ĺŘ Ć Ø ś ł ýŚ ú ûÂ ð ćŘÀ ã Ů Ć î ćĄ łü õ ùćŘć Ç þŚ Þ œ G = (V , E ) ćŘÀ ã Ů u, v ∈ V ùÂ ð øć Â û ýŘÂ Ş .ť ĺŘ n Â ŞŘÂ Ş öŊ ,G ďć w Ć Ş v ěŘ Â Č Æ õ SS þÂ ţ ûŚ ŮĄ î ďć ćĄ ŻĄ õ ýŚ ûĆ ś ó v ùÂ ð Â Î ì SS Č Ă ż Þ û .ććÂ ðü õ öŚ Č Ş dist(v, w) Ś Ş ÂŞŘÂŞ G éŘÂð ÂÎì ø Diam(v) = max_w dist(v, w) ÂŞŘÂŞ .ťĺŘ Diam(G) = max_w Diam(v) éŘÂ ðÂ þě .À łŚ Ş V^′ ⊆ V À Č Ă î ŋÂ ê :ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě ýŚûĆśó ŚŞ G^′ = (V^′, E^′) ∀ u, v ∈ V^′ : (u, v) ∈ E ⇒ (u, v) ∈ E^′ V^′ ĆŞ ŰďĄň öŊ ďć ÀłŚŞ ÛÊţõ éŘÂð Œþ G^′ ĆżœŚĂİ ÝûěŘŘÀŻ ,V^{′′} ø V^′ Ćb łĄą øć .ćĄłüõ ĆţÔð^6ĆłĄą Œþ Ćb łĄą øć SSČĂżÞû .V^′ ∩ V^{′′} = ∅ ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ÀĂţÆû ďć ýŘĆ ś ó ž Č û Â ðŘ À Ă ţ Æ û Û Ö ţ Æ õ C_2 ø C_1 Ý c ûěŘŘÀ Ż C_2 ěŘ üûÂð ĆŞ Řď C_1 ěŘ üûÂð Ćî ÀłŚśœ ćĄŻĄõ G éŘÂð .ÀĂî Ûňø

ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě S ⊂ V Ćî ÀČĂî ŋÂê . 1 ÓþÂãŮ ěŘ T = (V_1, E_1) ť ąďćÂ þě .À łŚ Ş G éŘÂ ð ýŚ ú ûÂ ð 7 ŚûÂČÆõ SSþÂţûŚŮĄî ťąďć ,v_0 ∈ V Ćb Èþď ŚŞ G éŘÂð v_0 ěŘ Â Č Æ õ Â û ,S ⊆ V_1 Â ðŘ Í Ö ê ø Â ðŘ ť ĺŘ (SPT )

cluster^6 Shortest Path Tree^7 disjoint set^8

1 Ý ţ þďĄ Ú óŘ ěŘ ùćŚ Ô ţ ĺŘ ,Ć óŚb Æ õ SS þŘ Û § ùŘď ğŚ ĺŘ G = (V_1, V_2, A) ôĄÜãõ éŘÂð ýŘÂŞ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ .ťĺŘ ñÂţĂî âŞŚŮ Œþ ŚþŊ Ćî ÀĂîüõ üĺď ÂŞ j ĳČ¡ň ćÀä ø SSþŘ ěŘ Åşĺ ?ćďŘć ćĄŻø W (F ) ≤ j öěø ŚŞ G ýŘÂŞ F ýø ď Â Ş Ć Ă Č Þ î ñÂ ţ Ă î â ŞŚ Ů ýĄ ź ţ Æ Ż ýŘÂ Ş Ý ţ þďĄ Ú óŘ ÂŞ Ćţêď ďŚî ĆŞ ľø ď .ćĄłüõ ùćŚÔţĺŘ j SSØÞõ ÂþćŚÖõ ,ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ .ťĺŘ ĆĂČÈČŞ ùbďŚł SSţêŚþ ýŚúØČĂØŮ ýŚĂśõ üðÄþø SSþŘ ŚŞ ,ćěŚĺüõ j ø G Ćb þŚŢ ÂŞ Řď FG_j ùbďŚł éŘÂð ťĺŘ W (F ) ≤ j öěø ŚŞ F ñÂţĂî âŞŚŮ Œþ ýŘďŘć G Ćî | V_2 | öŘÃČõ ĆŞ ùďŚł ñŚÖţœŘ öŚØõŘ FG_j ďć ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ .ÀłŚŞ SSØÞõ ÀÊÖõ ĆŞ âśĂõ ěŘ À§Řø øć :ććÂ ðü õ ćŚ ź þŘ ľø ď SS þŘ Ś Ş FG_j ùbďŚ ł éŘÂ ð .ćĄ łü õ ùćøÃ êŘ G éŘÂ ð Ć Ş t À Ê Ö õ ø s â ś Ă õ ùÂ ð v ďŘÃðďŚî ,j öěø ŚŞ F ñÂţĂî âŞŚŮ Âû ďć Ćî ťĺŘ ĳőŘø ñÂ ţ Ă î w(u, v) ≥ j ŕÂ ł Ś Ş Řď u ýŚ õÂ êďŚ î À œŘĄ Ůü Þ œ ýŚûĆśó ěŘ ýŘĆśó öěø SSþÂţðďÃŞ w_v Ćî ÀČĂî ŋÂê .ÀĂî Ś þ Â ţ Ø İĄ î öŊ ďŘÀ Ö õ Ć î ť ĺŘ v ∈ V_1 ùÂ ð Ć Ş ďøŚ ź õ ,ùÂð w_v + 1 ćŘÀãŮ ĆŞ v ùÂð ěŘ .ÀłŚŞüõ j − 1 ýøŚÆõ ďŘÀţúŻ Ćb śó ,(v_1) ñøŘ üşî ýŘÂŞ .ćĄłüõ ćŚźþŘ üşî öěø ŚŞ (v_1, u) ďŘÀţúŻ ýŚûĆśó ø j − w_v öěø ŚŞ (s, v_1) Ćb ś ó ćĄ Żø ŕÂ ł Ś Ş u ∈ V_2 ýŚ ú ûÂ ð Ć Ş v_1 ùÂ ð ěŘ 1 ôŘ i ≥ 2 üşî) v_i Âû ýŘÂŞ .ććÂðüõ Ýĺď (u, v) ∈ A ýŚ ûĆ ś ó Ã Č œ ø 1 öěø Ś Ş (s, v_i ) ďŘÀ ţ ú Ż Ćb ś ó ,(v ùÂ ð ěŘ u ∈ V_2 ýŚúûÂð ĆŞ v_i ùÂð ěŘ 1 öěø ŚŞ (v_1, u) ďŘÀţúŻ Ý ĺď w(u, v) ≤ w_v − i + 1 ø (u, v) ∈ A Í þŘÂ ł Ś Ş ďŘÀţúŻ Ćb śó ,u ∈ V_2 ùÂð Âû ýŘÂŞ ÃČœ ťþŚúœ ďć .ćĄłüõ éŘÂð ěŘ üóŚůõ 1 ÛØł .ććÂðüõ ćŚźþŘ 1 öěø ŚŞ (u, t) .Àûćüõ öŚÈœ Řď FG_3 ÂÒŚĂţõ ùbďŚł éŘÂð ø G

1 ÝţþďĄÚóŘ

ø G = (V_1, V_2, A, w) éŘÂ ð :ýćø ďø .j ťśůõ ĳČ¡ň ćÀä

.FG_j ùbďŚł éŘÂð ćŚźþŘ (1 s ùÂð ěŘ FG_j ďć ĆĂČÈČŞ ùbďŚł Ćb śĺŚ¡õ (2 .t ùÂð ĆŞ

Ćb ÎŞŘď ŚŞ éŘÂð Œþ ěŘ üóŚůõ (ùÂð n ÛõŚł ÛõŚî éŘÂð) u SSþěŚèŊ ùÂð ěŘ ďŚÈţœŘ SSČĂżÞû.ťĺŘ b(G) = ⌈log n⌉ SSþŘ ďć .ćěŚĺüõ É£Èõ u Ćb Èþď ŚŞ Řď ŚłĄŢ ťąďć Œþ .ÀĂîüõ ÛÖţĂõ v ùÂð ĆŞ Řď ôŚČŢ v ùÂð ďÀŢ ,ŚłĄŢ ťąďć ùbÀœÂČð ýŚúûÂð Ćb äĄźõ ĆŞ üœŚõě À§Řø Âû ďć SSþŘÂŞŚĂŞ Ćb Øśł Âû ďć ÅŢ .ćĄłüõ ùćøÃêŘ ùÂð Œþ ÛìŘÀ§ ôŚČŢ ,ćŘć ÇûŚî öŘĄŮüÞœ Řď ĎŚŞ À§ SSþŘ .b(G) ≤ n − 1 ,G n ÛõŚł ýŘùďŚţĺ éŘÂð) G = S_n éŘÂð ďć ñŚůõ ýŘÂŞ .ťĺŘ n − 1 ÂŞŘÂŞ ďŚÈţœŘ öŚõě (ùÂð

(MFC) ĆĂČÞî ñÂţĂî âŞŚŮ Ćb óŚbÆõ 3

üÈ£Şøć éŘÂð Œþ G = (V_1, V_2, A) Ćî ÀČĂî ŋÂê â ŞŚ Ů ,A ýŚ ûĆ ś ó Ćb äĄ Þ ź õ ,(V_1, V_2) ýŚ ûěŘÂ êŘ Ś Ş ü Ü Ê Ô Ă õ ùÂ ð ž Č û öøÀ Ş ø w : A → Z^+ öěø Ćb óŚb Æ õ ýŘÂ Ş Â þÁ ŢöŚ Ø õŘ ŠŘĄ Ż Œ þ .À łŚ Ş öŊ ďć Ć î ť ĺŘ F : V_2 → V_1 ñÂ ţ Ă î â ŞŚ Ů ,MFC ďŘÃðďŚî ,v_1 ∈ V_1 ùÂðÂû .F (v_2) = v_1 ⇒ (v_1, v_2) ∈ A Â ðŘ .ćĄ łü õ ùÀ Č õŚ œ Ś õÂ êďŚ î ,v_2 ∈ V_2 ùÂ ð Â û ø Řď v_2 ,v_1 Ć î ćĄ łü õ Ć ţ Ô ð ùŚ Ú œŊ À łŚ Ş F (v_2) = v_1 .ÀĂîüõ ñÂţĂî

âŞŚŮ ø G = (V_1, V_2, A) üÈ£Şøć éŘÂð . 3 ÓþÂãŮ ùÂ ð k À Č Ă î ŋÂ ê .À þÂ Č Ú Ş Â Ñ œ ďć Řď F ñÂ ţ Ă î ćŚÞœ ŚŞ ,v ∈ V_1 ďŘÃðďŚî ùÂð ÍĺĄŮ ùÀł ñÂţĂî ýŚõÂêďŚî ýŚúûÂð ø ďŘÃðďŚî ùÂð SSČŞ ýŚûĆśó ø D_k (v), . . . , D_1(v) SSČĂżÞû .ÀœĄł É£Èõ e^v_i = (v, D_i (v)) ŚŞ ŚõÂêďŚî ýŚúûÂð Ćî (ĆóŚbÆõ ťČÜî ĆŞ ĆÞÎó öøÀŞ) ÀČĂî ŋÂê řŮÂõ ýćĄãňÂČè ŰďĄň ĆŞ i ďŘÀÖõ Âû ýŘÂŞ ŚõÂêďŚî SS þÀ Ş F â ŞŚ Ů öěø .w(e^v_i ) ≥ w(e^v_{i+1}) ü Ă ã þ ,À œŘùÀ ł :ćĄłüõ ÓþÂãŮ ÛØł W (F ) = max_{v∈V1} {max_i {i + w(e^v_i )}}

éŘÂð ďć .ćÂî ÓþÂãŮ Řď MFC Ćb óŚbÆõ öŘĄŮüõ öĄĂîŘ F : V_2 → V_1 ñÂţĂî âŞŚŮ ,G = (V_1, V_2, A) üÈ£Şøć ,âŞŚŮ SSþŘ .ććÂð ĆĂČÞî W (F ) Ćî ÀČŞŚČŞ ýŘĆœĄð ĆŞ Řď SSþŘ ďć Ćî ćĄł ĆŻĄŮ .ćĄłüõ ùÀČõŚœ G Ćb ĂČÞî ñÂţĂî âŞŚŮ .ÀĂĂîüõ ëÀň w(e) ≤ n ŕÂł ďć ŚûĆśó öěø ĆóŚÖõ

FG_3 ÂÒŚĂţõ ùbďŚł éŘÂð ø G éŘÂð :1 ÛØł

Ćb ĂČÞî ñÂţĂî âŞŚŮ ,ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ýŘÂŻŘ ŚŞ Ćî ťĺŘ ĳőŘø ťĺć ĆŞ (j_1 üþŚúœ ďŘÀÖõ ýŘÂŞ) W (F ) = j_1 öěø ŚŞ F ýŘĆÜÞŻÀĂİ ,2 ÝţþďĄÚóŘ ďć ďŘÂØŮ ŰŚãêć ćŘÀãŮ .ÀþŊüõ ĆŞ FG_j ďć ùÂð Œþ ýŚûüşî ćŘÀãŮ Ćî ŚźœŊ ěŘ üóø ťĺŘ üðÀČżČŢ SSþŘÂŞŚĂŞ ,ťĺŘ ĆţÆŞŘø G ďć ŚûĆśó öěø ďŘÀÖõ ýŘĆ Ü Þ ŻÀ Ă İ Śf þĄ ì ,ýćø ďø ř Æ § Â Ş ñŘø ď SS þŘ ü œŚ õě ýŘĆÜÞŻÀĂİ Ćśł ÝţþďĄÚóŘ Œþ ĆźČţœ ďć ø ÀłŚŞüÞœ .ćďŘć ćĄŻø MFC Ćb óŚbÆõ Û§ ýŘÂŞ

Û§ ýŘÂŞ ÀþÀŻ üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ 4 MBT Ćb óŚbÆõ

Ćb äĄÞźõ ÝČÆÖŮ Ćb þŚŢ ÂŞ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ďć Ćţêď ďŚØŞ ľø ď ďŚÈţœŘ ø ⌈ √ n⌉ ùěŘÀœŘ ŚŞ üþŚûĆłĄą ĆŞ G éŘÂð ýŚúûÂð ýŚ ûďŘÃ ŞŘ ŘÀ ţ ŞŘ .ť ĺŘ Ć œŚ ðŘÀ Ż ŰďĄ ň Ć Ş ôŘÀ î Â û ďć ùćŘć đÂł ,ťĺŘ ěŚČœ ćďĄõ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ďć Ćî üÔÜţ£õ éŘÂð ýŚúûÂð ÝČÆÖŮ ÀþÀŻ ÝţþďĄÚóŘ ğŚĺŘ .ćĄłüõ .ťĺŘ Âþě Ýó ÕŞŚÎõ

ÀœŘĄŮüõ G = (V , E ) éŘÂð ýŚúûÂð Ćb äĄÞźõ .2 Ýó A ýŚûĆłĄą ěŘ ĆäĄÞźõ øć ĆŞ ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŚõě ďć Ś ûĆ łĄ ą ,| A |≤ √ n Ć î ýŘĆ œĄ ð Ć Ş ćĄ ł Ý Č Æ Ö Ů B ø ,(∪A) ∪ (∪B) = V ,ùćĄŞ ÝûěŘŘÀŻ øćĆŞøć A ∪ B ďć Âû ùběŘÀœŘ ÂůîŘÀ§ ,⌈ √ n⌉ ŚŞ ÂŞŘÂŞ C^′ ∈ A Ćb łĄą Âû ùběŘÀœŘ B ďć ćĄ ŻĄ õ ýŚ ûĆ łĄ ą ø √ n Ś Ş Â ŞŘÂ Ş C^′ ∈ B Ćb łĄ ą .ÀĂłŚŞ Ýû ěŘ ÛÖţÆõ øćĆŞøć ùÀł ćďŘø t ùÂð ĆŞ 1 öěø ŚŞ Ćśó | V_2 | ŚfÖČìć Ćî ŚźœŊ ěŘ .ćĄł ÂţÈČŞ | V_2 | ěŘ ÀœŘĄŮüÞœ ĆĂČÈČŞ ùbďŚł ďŘÀÖõ ,ťĺŘ .ťĺŘ ŰŚśŹŘ ÛŞŚì üţ§Řď ĆŞ Âþě Ýó

ùbďŚł éŘÂð ø G éŘÂð ýø ď ÂŞ Řď MFC Ćb óŚb Æõ . 1 Ýó j ýŘÂŞ 1 ÝţþďĄÚóŘ ÕśÏ Ćî) ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć FG_j ÂÒŚĂţõ t ĆŞ s ěŘ ĆĂČÈČŞ ùbďŚł ďŘÀÖõ .(ťĺŘ ùÀł ćŚźþŘ üňŚą F ñÂţĂî âŞŚŮ ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ťĺŘ | V_2 | ÂŞŘÂŞ FG_j ďć F ñÂţĂî âŞŚŮ .ÀłŚŞ ćĄŻĄõ W (F ) ≤ j ŕÂł ŚŞ G ýŘÂŞ FG_j ýŚûĆśó ĆŞ ùÀł ùćŘć ÉČÊ£Ů ýŚûùďŚł ěŘ G ýŘÂŞ .ÀþŊüõ ťĺÀŞ

Ý ţ þďĄ Ú óŘ Œ Þ î Ś Ş À œŘĄ Ůü õ Ć Ă Č Þ î ñÂ ţ Ă î â ŞŚ Ů öĄ Ă îŘ j ÂþÁŢöŚØõŘ ÂþćŚÖõ ùbćøÀ¡õ ďć üþøćøć ýĄźţÆŻ ø 1 :Àûćüõ ôŚźœŘ Řď ďŚî SSþŘ 2 ÝţþďĄÚóŘ .ććÂð ÛňŚ§

2 ÝţþďĄÚóŘ

ø j_1 ← min_e {w(e) + 1} :Ć Č óøŘ ü ûćďŘÀ Ö õ (1 .j_2 ← max_e {w(e)}+ | V_2 | : j = j_2 ≤ j_1 + 1 Ćî üœŚõě ŚŮ Âþě Û§ŘÂõ ďŘÂØŮ (2 .j ← ⌈(j_1 + j_2)/2⌉ (1-2 .j ďŘÀÖõŚŞ G ýø ď ÂŞ 1 ÝţþďĄÚóŘ ñŚÞäŘ (2-2 üĂãþ) ťĺŘ | V_2 | ÂŞŘÂŞ ĆĂČÈČŞ ùbďŚł ÂðŘ (3-2 (ćďŘć ćĄŻø j öěø ŚŞ F ñÂţĂî âŞŚŮ .j_2 ← j ŰďĄň SSþŘ ÂČè ďć ,j_1 ← j ùŚÚœŊ Ćb ĂČÈČŞ ùbďŚł ŚŞ ÂÒŚĂţõ F ñÂţĂî âŞŚŮ öÀœŘćÂðěŚŞ (3 .FG_j ďć ùÀł ĆśĺŚ¡õ ýŚ ú ûÂ ð SS þŘÂ ŞŚ Ă Ş .ććÂ ðü õ éÁ § C^′ ∈ C Ćb łĄ ą ďć Ć î ,À œĄ łü õ Ý Č Æ Ö Ů Û Ö ţ Æ õ ýŚ ûĆ łĄ ą Ć Ş ùÀ œŚ Þ Č ìŚ Ş SSþŘ ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě X ø B ĆŞ ùÀł ùćøÃêŘ ýŚûĆłĄą ŔŘÂÖţĺŘ ŋÂê ÂŞ ŚĂŞ ÝØ§ ,SSþŘÂŞŚĂŞ .ÀĂţÆû ŚûĆłĄą □ .ťĺŘ ĳČ¡ň ŘÂİ ,ťĺŘ O(E √ V ) ,3 ÝţþďĄÚóŘ üœŚõě üðÀČżČŢ ĆÜ§Âõ Âû ďć ùÀł ÛČØÈŮ ÀþÀŻ ýŚûĆłĄą üĺď ÂŞ Ćî ďŘÃŞŘ .ćďŘć ěŚČœ öŚõě O(E ) öŘÃČõ ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ěŘ ÛÞä ôŚźœŘ ýŘÂŞ ĆĂČÞî ñÂţĂî âŞŚŮ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ,ýÀãŞ ñÂţĂî éŘÂð .ÀłŚŞ V^′ ⊂ V ÀČĂî ŋÂê .ťĺŘ ďŚÈţœŘ 2 ÓþÂãŮ ÕŞŚÎõ ,D_V ′_{,G} = (V_1, V_2, A) ,Řď G ďć V^′ ŚŞ .ćĄłüõ ĆţêÂð ÂÑœ ďć ÂÔň Ćśó Âû öěø ø ùćŘć ÛČØÈŮ .ťĺŘ ďŘÂìÂŞ Âþě Ýó ŰŚőø ÂÔõ SSþŘ ýŘÂ Ş Ć Ă Č Þ î ñÂ ţ Ă î â ŞŚ Ů ,F Ć î À Č Ă î ŋÂ ê . 3 Ýó .W (F ) ≤ b(V^′) ŰďĄň öŊ ďć .ÀłŚŞ D_V ′_{,G} ďŚ È ţ œŘ ýŘÂ Ş Ć Ă Č ú Ş ýÀ Ă ś œŚ õě S À Č Ă î ŋÂ ê .ŰŚ ś ŹŘ Ćb łĄ ą Â û ýŘÂ Ş .À łŚ Ş G éŘÂ ð ďć V^′ Ćb äĄ Þ ź õ ďć ùbÀœÂČð ùÂð SSČóøŘ Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď üûÂð ,C_i ∈ V_2 C_i ďć Ś ûĆ łĄ ą Ć î Ś ź œŊ ěŘ .À łŚ Ş C_i Ćb łĄ ą ďć ôŚ Č Ţ V^′ ďć i Âû ýŘÂŞ üûÂð SSČĂİ ,ÀĂţÆû ÛÖţÆõ øćĆŞøć F^′ âŞŚŮ öŘĄŮ üõ ,ëĄê ű¡Ş ÕśÏ SSþŘÂŞŚĂŞ .ťĺŘ ćĄŻĄõ v ∈ V^′ ùŘĄ£óć ùÂð öĄĂîŘ .ćŘć ÛČØÈŮ V_1 ĆŞ V_2 ěŘ Řď ,ÀĂî ñÂţĂî Řď ĆłĄą j ,ùÂð SSþŘ ÂðŘ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Ćî ýďĄÏ ĆŞ ćďŘć ćĄŻø C_i ∈ V_2 Ćb łĄą ŰďĄň öŊ ďć ñŚ ĺďŘ C_i Ć Ş (Â ŮÂ þć Ś þ) round_j ďć Řď Â Ñ œ ćďĄ õ ôŚ Č Ţ v j ≤ b(V^′, G) ĆÎŞŘď ,F^′ âŞŚŮ üðÄþø ÂŞ ŚĂŞ ÅŢ .ÀĂîüõ öěø ŚõŘ .W (F^′) ≤ b(V^′, G) ĆźČţœ ďć ø ťĺŘ ďŘÂìÂŞ Ýó ø ÀĂîüõ ëÀň W (F ) ≤ W (F^′) ŕÂł ďć F âŞŚŮ □ .ćĄłüõ ŰŚśŹŘ Ć Ă Č ú Ş Ý ţ þďĄ Ú óŘ Œ þ ýÂ Č ðďŚ Ø Ş ,ďŘÃ ŞŘ SS þÂ ąŊ Ćb śĺŚ¡õ .ťĺŘ ťąďć Œþ ďć ďŚÈţœŘ ÛÞä ôŚźœŘ ýŘÂŞ ÛÞä áø Âł ŚŞ T = (V_1, E_1) ťąďć ďć ĆĂČúŞ ýÀĂśœŚõě SS þŘ À Č Ă î ŋÂ ê .]1[ť ĺŘ ùćŚ ĺ v ∈ V_1 ùÂ ð ěŘ ďŚ È ţ œŘ ťąďć ěŘ ýÀãŞ Ýó ďć .ćĄł ùÀČõŚœ OT ,ĆĂČúŞ ÝţþďĄÚóŘ ććÂ ðü õ ùćŚ Ô ţ ĺŘ SPT (v, S ) ýŚ ûÂ Č Æ õ SS þÂ ţ ûŚ ŮĄ î ďć üţąďć SSČĂİ ťąŚĺ Ćî ťĺŘ ĳőŘø .(1 ÓþÂãŮ) ýÂ Č ð ďŚ î Ć Ş Ś Ş ø | E | ř Æ § Â Ş ýŘĆ Ü Þ ŻÀ Ă İ öŚ õě

A Ćb äĄÞźõ øć ćŚźþŘ ŚŞ ŚfÞČÖţÆõ Ýó SSþŘ ŰŚśŹŘ .ŰŚśŹŘ ùÀõŊ Âþě ďć Ćî ććÂðüõ ĆŐŘďŘ 3 ÝţþďĄÚóŘ ÕŞŚÎõ B ø :ťĺŘ

3 ÝţþďĄÚóŘ

.B ← ∅ ø A ← ∅ ,X ← {V } ŘÀţŞŘ ďć (1 :ććÂð X = ∅ Ćî üœŚõě ŚŮ Âþě Û§ŘÂõ ďŘÂØŮ (2 Ćb łĄąÂþě ø X ďć C Ćb łĄą Œþ ŠŚ£ţœŘ (1-2 Ć î ýŘĆ œĄ ð Ć Ş C ěŘ C^′ (Û Ê ţ õ) ùŘĄ £ óć .| C^′ |= ⌈ √ n⌉ öĄĂîŘ) A ← A ∪ {C^′} ø C ěŘ C^′ éÁ§ (2-2 ùÀł ÛČØÈŮ ÛÖţÆõ ýŚûĆłĄą ěŘ C − C^′ .(ťĺŘ Û Ê ţ õ ýŚ ûĆ Ô óĄb õ öćøÃ êŘ (3-2 {C^{′′} | C^{′′} ⊆ C − C^′, | C^{′′} |= ⌈ √ n⌉} .A ĆŞ Û Ê ţ õ ýŚ ûĆ Ô óĄb õ öćøÃ êŘ (4-2 {C^{′′} | C^{′′} ⊆ C − C^′, | C^{′′} |> ⌈ √ n⌉} .X ĆŞ ďć ùÀ œŚ Þ Č ìŚ Ş Û Ê ţ õ ýŚ ûĆ Ô óĄb õ öćøÃ êŘ (5-2 .B ĆŞ C − C^′

Ć Ş Ś ûĆ łĄ ą ěŘ Ó Ü ţ £ õ Ćb äĄ Þ ź õ Ć ĺ Ý ţ þďĄ Ú óŘ SS þŘ ďć ôŚ Þ Ů Ć î ť ĺŘ ĳ őŘø .ćďŘć ćĄ Żø X ø B ,A ýŚ ú õŚ œ SSþŘÂŞŚĂŞ .ÀĂţÆû ùÂð ⌈ √ n⌉ ýŘďŘć ŚfÖČìć A ďć ŚûĆłĄą .ćĄ ł Â ţ È Č Ş √ n ěŘ À œŘĄ Ůü Þ œ A ďć Ś ûĆ łĄ ą ćŘÀ ã Ů B Ćb łĄą Âû ďć ŚúûÂð ćŘÀãŮ Ćî ťĺŘ É£Èõ SSČĂżÞû .ťÆČœ ÂţÈČŞ √ n ěŘ Û Ö ţ Æ õ B ďć Ś ûĆ łĄ ą Ć î ř Ü Î õ SS þŘ ŰŚ ś ŹŘ ýŘÂ Ş ěŘ Ć Ü §Â õ Â û ďć Ć î ćĄ ł ùćŘć öŚ È œ ť Æ Č êŚ î ,À Ă ţ Æ û X ∪ B ďć ćĄ ŻĄ õ ýŚ ûĆ łĄ ą ôŚ Þ Ů ,Ý ţ þďĄ Ú óŘ ýŘÂ ŻŘ ü őŚ þď ýŘÂ Ö ţ ĺŘ Ćb Ü Č ĺø Ć Ş ŰŚ ś ŹŘ .À Ă łŚ Şü õ Û Ö ţ Æ õ ďć .ćÂČð üõ ôŚźœŘ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ Û§ŘÂõ ćŘÀãŮ ýø ď ŔŘÂÖţĺŘ ĆþŚŢ ťóŚ§ ýŘÂŞ ĆźČţœ ďć ø B = X = ∅ ŘÀţŞŘ i Ćb Ü§Âõ ěŘ ÅŢ Ćî ÀČĂî ŋÂê öĄĂîŘ .ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ÝØ§ ÛÖţÆõ øćĆŞøć X ø B ďć ćĄŻĄõ ýŚûĆłĄą üõŚÞŮ ôŘ ćĄŻĄõ ýŚúûÂð ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě ,ÀãŞ Ćb Ü§Âõ ďć .ÀĂłŚŞ

4 ÝţþďĄÚóŘ

A ýŚûĆłĄą ěŘ ĆäĄÞźõ øć ĆŞ V ýŚúûÂð ÝČÆÖŮ (1 .3 ÝţþďĄÚóŘ ŒÞî ĆŞ B ø Â û ýŘÂ Ş (v_C ) ùŘĄ £ óć ùbÀ Ă þŚ Þ œ ùÂ ð Œ þ ŠŚ £ ţ œŘ (2 .R = {v_C | C ∈ A} ÓþÂãŮ ø A ďć ĆłĄą Œþ ćŚźþŘ ŚŞ R ýŚúûÂð üõŚÞŮ ĆŞ v_0 ěŘ ôŚČŢ ñŚĺďŘ (3 ýŘÂŞ OT ěŘ ùćŚÔţĺŘ Åşĺ ø ùŘĄ£óć SPT (v_0, R) .öŊ ďć ďŚÈţœŘ Ś Ş ùŘĄ £ óć ýŚ łĄ Ţ ť ąďć Œ þ C ∈ A Â û ýŘÂ Ş (4 ďĄÏ ĆŞ OT ŒÞî ĆŞ Åşĺ ø ùćÂî ćŚźþŘ v_C ĆÈþď .ćÂČðüõ ôŚźœŘ ďŚÈţœŘ ÛÞä ,A Ćb łĄą Âû ďć ýěŘĄõ V_0 = (∪A) ∪ {v_0} Ćî D_{V0,G} ñÂţĂî éŘÂð ćŚźþŘ (5 öŊ ýø ď Â Ş F Ćb Ă Č Þ î ñÂ ţ Ă î â ŞŚ Ů Ćb ś ĺŚ ¡ õ ø ,v^′ ùÂ ð Ć î À Č Ă î ŋÂ ê .2 Ý ţ þďĄ Ú óŘ Œ Þ î Ć Ş öŊ ďć .ÀłŚŞ C_1, . . . , C_k ∈ B ýŚûĆłĄą ďŘÃðďŚî ďøŚźõ Ćî v_i ∈ C_i ùÂð Œþ ,C_i Âû ýŘÂŞ ŰďĄň v_k , . . . , v_1 ĆŞ v^′ ěŘ Åşĺ ø ùćÂî ŠŚ£ţœŘ ťĺŘ v^′ ďŚ î SS þŘ .ćĄ łü õ ñŚ ĺďŘ ôŚ Č Ţ (ùŘĄ £ óć ř Č ŮÂ Ů Ć Ş) ýŚ ú ûÂ ð ôŚ Þ Ů ýŘÂ Ş ýěŘĄ õ ŰďĄ ň Ć Ş À œŘĄ Ůü õ .ćĄł ôŚźœŘ V_0 ďŘÃðďŚî ďć ĆłĄą Âû ýŘÂŞ ùŘĄ£óć ýŚłĄŢ ťąďć Œþ ćŚźþŘ (6 .ÀłŚŞ ďŘÃðďŚî ùÂð Œþ öŊ Ćb Èþď Ćî ýŘĆœĄð ĆŞ B ěŘ ĆłĄą Âû ďć ýěŘĄõ ŰďĄň ĆŞ ôŚČŢ ďŚÈţœŘ Åşĺ .ćÂČðüõ ôŚźœŘ OT ŒÞî ŚŞ B

ÂůîŘÀ§ G éŘÂð ďć 4 ÝţþďĄÚóŘ ďŚÈţœŘ öŚõě .1 Ćb ČÌì Ćî ťĺŘ üœŚõě À§Řø 3 √ n + Diam(v_0) + b(v_0) ÂŞŘÂŞ .ÀłŚŞüõ ďŚÈţœŘ ÛÞä ùbÀĂĂîěŚèŊ ùÂð v_0

ôŚ ź œŘ ýŘÂ Ş ôěĎ öŚ õě ,4 ø 2 Ý ó øć Õ ŞŚ Î õ .ŰŚ ś ŹŘ üœŚõě À§Řø √ n −1+Diam(v_0) ÂŞŘÂŞ ÂůîŘÀ§ (1 Ćb Ü§Âõ ,ćďŘć ùÂð ⌈ √ n⌉ ŚfÖČìć A ďć ĆłĄą Âû Ćî ŚźœŊ ěŘ .ťĺŘ .ćďŘÀœ ěŚČœ üœŚõě À§Řø √ n ěŘ ÇČŞ ĆŞ (3 ĆÜ§Âõ ýŘÂŻŘ .W (F ) ≤ b((∪A) ∪ {v_0}) ≤ b(v_0) ,3 Ý ó ğŚ ĺŘ Â Ş ŘÂŻŘ ýŘÂŞ üœŚõě À§Řø b(v_0) ěŘ ÂţÈČŞ (4 Ćb Ü§Âõ SSþŘÂŞŚĂŞ ťÆČêŚî .ťĺŘ öŚĺŊ ÂČÆõ SSþÂţûŚŮĄî ťąďć ÝţþďĄÚóŘ üõŚÞŮ ÇłĄŢ ýŘÂŞ Řď T ÂČÆõ SSþÂţûŚŮĄî ťąďć ŘÀţŞŘ Ćî üðÂŞ Âû ýďŘÂØŮ ďĄÏ ĆŞ Åşĺ ø ĆţąŚĺ éŘÂð ýŚúûÂð ŚŮ) ććÂð éÁ§ ,ÀłŚśœ S ĆŞ ÕÜãţõ Ćî Řď T ťąďć ěŘ .(ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ćĄŻø üðÂŞ SSČĂİ ÂÚþć Ćî üœŚõě V^′ ⊆ V Ćb äĄÞźõÂþě ĆŞ v ùÂð ěŘ ôŚČŢ Œþ ñŚĺďŘ .4 Ýó m − 1 + Diam(v) ďć Â ů îŘÀ § À œŘĄ Ůü õ ,G éŘÂ ð ěŘ .ťĺŘ | V^′ |= m öŊ ďć Ćî ćĄłüõ ôŚźœŘ üœŚõě À§Řø .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď SPT (v, V^′) ùŘĄ£óć ťąďć .ŰŚśŹŘ ýŚúûÂð üõŚÞŮ ĆŞ (M) ÂÑœ ćďĄõ ôŚČŢ ,OT ŒÞî ŚŞ ïÂ Ş ùÂ ð u Ć î À Č Ă î ŋÂ ê .ććÂ ðü õ ñŚ ĺďŘ ť ąďć ďć Řď M ôŚČŢ u ùÂð Ćî ćŘć öŚÈœ ÀþŚŞ .ÀłŚŞ üûŘĄ£óć .ÀĂîüõ ťêŚþďć ,Ýó ďć ùÀł É£Èõ üœŚõě ùbćøÀ¡õ üœŚõě ýŚûÀ§Řø ÍĺĄŮ ŚúûÂð ýďŘÁðřÆİÂŞ ŚŞ ďŚî SSþŘ .ćÂČðüõ ôŚźœŘ M ôŚČŢ ñŚĺďŘ ýŘÂŞ ùÀł ýÂşĺ ùÂð ćŘÀŻŘ ěŘ üØþ ĆÑ¡ó SSČÞû ďć Ćî ÀČĂî ŋÂê ďć v^′ ùÂð .ťĺŘ ùćÂî ťêŚþďć Řď M ôŚČŢ (v^′ ôŚœ ĆŞ) u Řď M ôŚ Č Ţ Ć î ť ĺŘ u ùÂ ð À Ż SS þÂ ţ œŘĄ Ż Â őŚ § ñŚ § Ćî ÀţĺÂÔŞ ýÀœě Âê ĆŞ Řď M ôŚČŢ v^′ ùÂð ÂðŘ ñŚ§ .ÀœŘćüõ ïÂŞ ùÂð ,ÀłŚśœ u ùÂð ÛõŚł öŊ ŚŞ ÂÒŚĂţõ T^′ ťąďćÂþě üÜãê öŚõě ŚŞ ïÂŞ SSþŘ ø ùćÂî ŠŚ£ţœŘ T^′ ďć Řď üûŘĄ£óć u ÀŻ ĆŞ Řď M ôŚČŢ v^′ Ćî üõŚÚĂû .ćďĄąüõ řÆİÂŞ ÉČÊ£Ů v^′ ùÂð řÆİÂŞ öŘĄĂä ĆŞ üÜãê öŚõě ,ÀţĺÂÔŞ .ćĄłüõ ùćŘć ,ùÂ ð Œ þ Í Ö ê ü œŚ õě À §Řø Â û ďć Ć î ť ĺŘ ĳ őŘø ýŚúśÆİÂŞ Ûî ćŘÀãŮ SSþŘÂŞŚĂŞ .ćďĄąüõ üœŚõě řÆİÂŞ Ûśì Ćî ťĺŘ üœŚõě ýŚûÀ§Řø ćŘÀãŮ ÂŞŘÂŞ ŚfÖČìć ,üœŚõě SSČĂżÞû .ťĺŘ ùÀł ýÂşĺ u ùÂð ĆŞ M ôŚČŢ öÀČĺď ěŘ řÆİÂŞ ÃČœ u ùÂð ø ùćďĄ£œ řÆİÂŞ ďŚŞ øć üðÂŞ žČû ďŚŞ Œþ ÍÖê u ćŘÀŻŘ ěŘ Œþ Âû ťþŚúœ ďć .ćďĄąüÞœ ŚŮ ťĺŘ ôěĎ Ćî üœŚõě SSþŘÂŞŚĂŞ .ÀœĄłüõ ùćě řÆİÂŞ Ćb êŚőŘ ĆŞ Diam(v) ÂŞŘÂŞ ÂůîŘÀ§ ,ÀĺÂŞ u ùÂð ĆŞ M ôŚČŢ ïÂŞ Âû öĄİ ø ťĺŘ (u ùÂð ÃŻ ĆŞ) T ďć ŚúðÂŞ ćŘÀãŮ □ .ćĄłüõ ŰŚśŹŘ Ýó ,ÀłŚŞüõ V^′ ěŘ ýĄÌä ýŚ ûÝ ó ďć ùÀ ł Ó Č ňĄ Ů ďŘÃ ŞŘ Ć ĺ ř Č îÂ Ů Ś Ş öĄ Ă îŘ ü §ŘÂ Ï éŘÂ ð Œ þ ďć ďŚ È ţ œŘ ýŘÂ Ş 4 Ý ţ þďĄ Ú óŘ ,ëĄ ê .ćĄłüõ

Ćî ýŘĆØśł ďć ,ñŚůõ ýŘÂŞ .ććÂðüõ ťŞŚŹ ćÀä řþÂÖŮ ,ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ řþÂÖŮ řþÂő ,ťĺŘ √ n ÛìŘÀ§ öŊ ÂÎì Ďf ĄÞãõ ,üÜî ťóŚ§ ďć Ćî ŚźœŊ ěŘ üóø .ćĄŞ ÀûŘĄą 5 ⌈log n⌉ Ć Ş Œ þćÃ œ ,éŘÂ ð Œ þ ďć Ć Ă Č ú Ş ďŚ È ţ œŘ öŚ õě ř þÂ ő ýŘďŘć Ý ţ þďĄ Ú óŘ SS þŘ ü Ü î ť óŚ § ďć Å Ţ ť ĺŘ .ťĺŘ O( √ n/Diam(G)) Śþ (3 √ n/⌈ √ n⌉ + 2) řþÂÖŮ Â Î ì Ś Ş ýŚ ûĆ Ø ś ł ýŘÂ Ş Ý ţ þďĄ Ú óŘ SS þŘ Ć ź Č ţ œ ďć SSþÂŮÂČąŘ .ťÆČœ üŞĄą řþÂÖŮ řþÂő ýŘďŘć ŒİĄî MBT Ćb óŚb Æ õ ýŘÂ Ş ùÀ ł Ć ŐŘďŘ ü ś þÂ Ö Ů Ý ţ þďĄ Ú óŘ SSþŘ .ťĺŘ O(log^2 n/ log log n) řþÂÖŮ řþÂő ýŘďŘć ďŚÈţœŘ öŚõě Ćî üþŚúêŘÂð ýŘÂŞ 1 Ćb ČÌì ÂŞŚĂŞ ÝţþďĄÚóŘ Â ţ ś ĺŚ Ă õ ,ť ĺŘ Â ţ Þ î Ś þ O( √ n log log n/ log^2 n)Ś ú œŊ ,ÂţÈČŞ ďŚÈţœŘ öŚõě ŚŞ ýŚúêŘÂð ýŘÂŞ SSþŘÂŞŚĂŞ .ÀłŚŞüõ .ÀĂîüõ ÛÞä ÂţúŞ ùÀł ĆŐŘďŘ ÀþÀŻ ÝţþďĄÚóŘ ćĄŻĄõ ýŚûĆłĄą ùběŘÀœŘ öĄİ ťþŚúœ ďć .ÀĂîüÞœ éÂň ÂůîŘÀ§ (5 Ćb Ü§Âõ ýŘÂŻŘ ,ÀĂţÆû √ n ÂŞŘÂŞ ÂůîŘÀ§ B ďć □ .ćďŘć ěŚČœ üœŚõě À§Řø √ n − 1 ĆŞ

ýÂČðĆźČţœ 5

ďć ,öŚ õě SS þÂ ţ Þ î ďć ďŚ È ţ œŘ Ćb óŚb Æ õ Ć Ş Ć óŚ Ö õ SS þŘ ďć ěŘ ÅŢ .Àł ĆţąŘćÂŢ üĂÔÜŮ üÏŚśŮďŘ ñÀõ ŚŞ ýŚûĆØśł ďć Ć ţ êď ďŚ Ø Ş ýŚ ú łø ď Â Ş ďø Â õ ø Ć óŚb Æ õ Õ Č ìć Ó þÂ ã Ů ÝţþďĄÚóŘ ,öŊ Û§ ýŘÂŞ üśþÂÖŮ ýŚúÞţþďĄÚóŘ ü§ŘÂÏ ÛňŚ§ ŠŘĄŻ Ćî ùÀł ĆŐŘďŘ ĆĂČÈČŞ ùbďŚł ŒÞî ĆŞ ýÀþÀŻ O( √ n) öŘÃČõ ĆŞ ÂůîŘÀ§ ,ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ĆŞ ťśÆœ öŊ ěŘ ĆØśł Œþ ďć ďŚÈţœŘ öŚõě ùŚðÂû SSþŘÂŞŚĂŞ .ÀłŚŞüõ ÂţÈČŞ řþÂő ŚŞ üÞţþďĄÚóŘ ĆŞ ÛþÀśŮ 4 ÝţþďĄÚóŘ ,ÀłŚŞ Ω( √ n)

âŻŘÂõ

[1] J. Cohen, P. Fraigniand, and M. Mitjana, Scheduling calls for multicasting in tree networks, In 10th ACM-SIAM Symposium On Discrete Algorithms (SODA ’99), pages 881-882, 1999.

[2] P. Fraigniand, Minimum-time broadcast under the edge-disjoint paths mode, In 2ed Int. Conference on Fun with Algorithms (Fun ’01), Carleton Scientific, 2001.

[3] M. R. Garey and D. S. Johnson, Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-Completeness, W. H. Freeman and Company, San Francisco, CA, 1979.

[4] G. Kortsarz and D. Peleg, Approximation algorithms for minimum time broadcast, SIAM Journal on Discrete Mathematics, 8(3): 401-427, 1995.

[5] G. Miller, Finding small simple cycle separators for 2-connected planar graphs, Journal of Computer Systems and Science, 32: 265-279, 1986.

[6] C. Schindlhauer, On the inapproximability of broadcasting time, In 3rd Int. Workshop on Approximation Algorithms for Combinatorial Optimization Problems (APPROX), LNCS 1913, Springer-Verlog, 2000.