ùÀł ýÀĂŞűÜůõ ÝÎĂõŚœ đĄÎĺ üœŚśúÚœ ýŘÂŞ ÀþÀŻ ÝţþďĄÚóŘ Œþ

üĺÀì ÀÞ¡õ üäďŘě ŚőÂČÜä

ÂŮĄČşõŚî üĺÀĂúõ ýùÀØÈœŘć

ÓþÂł üţãĂň ùŚÚÈœŘć

ùÀČØİ

ýŘÂŻŘ ôŚÚĂû Ćî ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ùÀł ýÀĂŞűÜůõ ýĆČ§Śœ Œþ ü¡Îĺ ÇłĄŢ ýŘÂŞ ÀþÀŻ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć ěŘ ýćŘÀãŮ öćÂî éÁ§ ŚŞ ùÀł ýÀĂŞűÜůõ ýĆČ§Śœ ŘÀţŞŘ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ďć .ćĄłüõ ùćŚÔţĺŘ ğĄŐď ýÂĺŘÂĺ Àþć ěŘ ÝţþďĄÚóŘ ńŚÊţąŘ öŚśúÚœ Œþ ùÀł éÁ§ ğĄŐď ěŘ ôŘÀî Âû ĆŞ ø ćĄłüõ ÛþÀśŮ ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ĆŞ öŊ ğĄŐď ťĺŘ ĆţĺĄČŢ ŚûöŊ üœø ÂČŞ ýĆČ§Śœ Ćî ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ýĆäĄÞźõ üœŚśúÚœ ýŘÂŞ ôěĎ ğĄŐď ýĆäĄÞźõ Åşĺ .ÀŞŚþüõ ćŘÀãŮ ĆŞ ťśÆœ üÎą öŚõě ďć ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ ,öŊ üţĺďć ŰŚśŹŘ ø ÝţþďĄÚóŘ ýĆŐŘďŘ ěŘ ÅŢ .ćĄłüõ SSČČãŮ SSČä ďć .ÀłŚŞüõ ⌊_{2n} 3 ⌋ öŊ ÍĺĄŮ ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ýĎŚŞ À§ ø ćĄłüõ ŘÂŻŘ ùÀł ýÀĂŞűÜůõ ýĆČ§Śœ ğĄŐď ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ SSČĂżÞû .ťĺŘ ⌊_n 2 ⌋ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ýĎŚŞ À§ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ŚŞ Ćî ťĺŘ ùÀł ŰŚśŹŘ ñŚ§ ýŘÂŞ ýÂţÈČŞ üœŚõě ýĆĂþÃû éÂň ŚŞ öŘĄŮüõ ğĄŐď ýÂĺŘÂĺ Àþć ěŘ ùćŚÔţĺŘ ø öŊ üþŘďŚî ćĄśúŞ ýŘÂŞ ,ÝţþďĄÚóŘ ýŚûüðÄþø .ćŘć ÇûŚî Řď ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ľěŘćÂŢ ÇČŢ

.üśþÂÖŮ ÝţþďĄÚóŘ ,ùÀł ýÀĂŞűÜůõ ÝÑĂõŚœ đĄÎĺ ,öŚśúÚœ ĆäĄÞźõ ,ÂĂû ùěĄõ ýĆóŚÆõ ,ôŚÞŮ-NP ÛŐŚÆõ :ŚûùęŘøÀČÜî

Àþć ÛŞŚì ğĄŐď öŊ ěŘ üØþ ÛìŘÀ§ ěŘ ĆČ§Śœ öŊ ěŘ ĆÎÖœ Âû Ćî ťĺŘ Àþć ÛŞŚì ĆČ§Śœ ěŘ ýÂÚþć ýĆÎÖœ ÍĺĄŮ ĆÎÖœ Œþ .ÀłŚŞ öŊ ýÂÚþć ýĆÎÖœ žČû ďć ŚûöŊ ýùÀĂĂî ÛÊţõ ÍąùďŚŢ ùŚðÂû .ćÂČÚŞ ďŘÂì ĆČ§Śœ ýĎŚŞ ø ÀĂØœ âÎì Řď ĆČ§Śœ ĆóŚÆõ ÇûŚî ŚŞ ø ťĺŘ ť£ĺ-NP üÜî ťóŚ§ ďć ĆóŚÆõ SSþŘ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ôŚÞŮ ďć SSþŘÂŞŚĂŞ .]4[ťĺŘùÀł ŰŚśŹŘ öŊ ĆŞ SAT ,ř ĺŚ Ă õ ýŘÂ ŻŘ öŚ õě ďć Ś Ů ť ĺŘùÀ ł ľĚ Ů ü Ü ã ê ýùÀ ł Ć ŐŘďŘ üêÂÏěŘ .ÀþŊ ťĺÀŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ĆŞ ýÂŮŒþćÃœ ø ÂŮŒİĄî řþÂÖŮ ćĄŻø ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ ĆÎÖœ Œþ ěŘ Àþć ÛŞŚì đĄÎĺ ýĆśĺŚ¡õ öĄİ ýÂŞöŚõě ø ùÀČżČŢ ľěŘćÂŢ ôÃÜţÆõ ŚûĆČ§Śœ SSþŘ ďć ýÀĂÜŞ ø üţÆŢ ěŘ ýÂŮùćŚĺ ýĆœĄð üÜãê ýùÀł ĆŐŘďŘ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ÂţÈČŞ ďć ,ťĺŘ Œþ ěŘ Àþć ÛŞŚì đĄÎĺ öŊ ďć Ćî ťĺŘ ĆţêÂð ďŘÂì ĆŻĄŮ ćďĄõ ĆóŚÆõ .ÀłŚŞ öŊ ğĄŐď ěŘ üØþ ğŘbď öŊ Ćî ťĺŘ üþŚûöŊ ÛõŚł ÍÖê ğŘbď ćĄłüõ ýÀãŞ øć ýĆóŚÆõ Œþ ĆŞ ÛþÀśŮ ĆóŚÆõ ,ýěŚĺùćŚĺ SSþŘ ŚŞ ĳÎÆõ éŘÂð Œþ ýĆÜČĺĄŞ ùÀł ýÀĂŞűÜůõ ýĆČ§Śœ öŊ ďć Ćî .ćĄłüõ Û§ ŚûöŚśúÚœ SSČČãŮ ýĆóŚÆõ öŊ ýŘÂŞ ø ćĄłüõ ñÀõ

ĆõÀÖõ 1

Í ĺĄ Ů 1973 ñŚ ĺ ďć ďŚ Ş SS Č ţ Æ £ œ ýŘÂ Ş Â Ă û ùěĄ õ ýĆ óŚ Æ õ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ SSþÂţÞî’Ćî Àł öŚČŞ řČŮÂŮ SSþŘ ĆŞ^1üÜîďĄţØþø ĆŞ öŚõě SSþŘ ěŘ ."?ťĺŚŮ ÀĂİ ÂĂû ùěĄõ Œþ üœŚśúÚœ ýŘÂŞ ôěĎ .ťêÂð ďŘÂì SSČÖÖ¡õ üĺď ÂŞ ćďĄõ ĆóŚÆõ SSþŘ ÓÜţ£õ ýŚûĆœĄð ÀãŞ ýŘÂŞ ŚûöŚśúÚœ ĆĂČÞî ćŘÀãŮ SSČČãŮ ĆóŚÆõ SSþŘ ýÀãŞ Ćĺ ýĆœĄð đĄÎĺ SSþŘ ýěŚĺñÀõ ýŘÂŞ .ťĺŘ üþŚČêŘÂçŻ ýĆÖÎĂõ Œþ ÇłĄŢ ĆČ§Śœ ĳÎĺ řþÂÖŮ ŚûöŊ ěŘ üØþ Ćî ćďŘć ćĄŻø üÔÜţ£õ ýŚûľø ď ýŘĆČ§Śœ SSČĂİ ďć .ťĺŘ ùÀČśÆİ ÝûĆŞ ýŚûűÜůõ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ŚŞ öŊ áŚÔŮďŘ ø ŋÂä ,ñĄÏ ýĆÔóĄbõ Ćĺ ýĆÜČĺø ĆŞ ĳÎĺ ěŘ ĆÎÖœ Âû ø ñĄÏ ýŘďŘć öŊ ěŘ ýÃþŚÞţõ ýĆÎÖœ øć žČû ø ćĄłüõ É£Èõ ýÀĂŞűÜůõ ÝÑĂõŚœ đĄÎĺ ĆŞ đĄÎĺ SSþŘ .ÀĂłŚŞüÞœ öŚÆØþ ŋÂä .ÀĂłŚŞüõ éø Âãõ^2TIN Śþ ùÀł ýÀĂŞűÜůõ ÝÑĂõŚœ đĄÎĺ ýŘÂŞ üĺŘbď üœŚśúÚœ ýĆóŚÆõ ďć ťĺŘ ĆČ§Śœ ýŚûğŘbď ěŘ ĆäĄÞźõÂþě SSþÂţØİĄî ŠŚ£ţœŘ éÀû ùÀł

Victor Klee^1 Triangulated Irregular Network^2

ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ďć üĺŘbď üœŚśúÚœ 2

ýĆ Ü Č ĺĄ Ş öŘĄ Ůü õ Řď ùÀ ł ýÀ Ă Şű Ü ů õ ýùćŚ ĺ ü ã Ü ő n Â û Œ þ öŊ ýŘÂ Ş ø ćÂ î ü œŚ ś ú Ú œ ü ĺŘbď öŚ ś ú Ú œ ⌊_n 3 ⌋ Â ů îŘÀ § ÝţþďĄÚóŘ SSČÞû Ćî ťĺŘ üúþÀŞ .]6[ćďŘć ćĄŻø üÎą ÝţþďĄÚóŘ Ć î P_k , · · · ,P_2 ,P_1 ýùÀ ł ýÀ Ă Şű Ü ů õ ýŚ ûü ã Ü őÀ Ă İ ýŘÂ Ş ÂðŘ SSČĂżÞû .ťĺŘ ñŚÞäŘ ÛŞŚì ÀœďŘć ďŘÂì Ýû ěŘ ŘÃźõ ŰďĄÊŞ ĆţłŘć íŘÂţłŘ Ýû ŚŞ ýě Âõ ŕŚÖœ ěŘ üąÂŞ ďć Pi ýŚûüãÜőÀĂİ íÂţÈõ ğŘbď ýŘďŘć Pi ýŚûüãÜőÀĂİ ÂðŘ ÂÚþć üŮďŚśäĆŞ ,ÀĂłŚŞ SSČŞ íÂţÈõ ğŘbď ćĄŻø ĆîSSþŘ ÂŞ ŕø ÂÈõ Ćî ćĄłüõ ŰŚśŹŘ ,ÀĂłŚŞ öŚĂżÞû ćĄÈœ Ć¡Ôň ďć ăŘďĄĺ öÀõŊ ćĄŻĄŞ űäŚŞ ŚûüãÜőÀĂİ ø ćÂî üœŚśúÚœ Řď ŚûüãÜőÀĂİ öŘĄŮüõ öŚśúÚœ ⌊_n 3 ⌋ ÂůîŘÀ§ ŚŞ ťóŚ§ SSþŘ ďć Ćî ťĺŘ ÂþÁŢôŚźœŘ O(n) üœŚõě ýĆśŮÂõ ďć ďŚî SSþŘ ŚûöŊ íÂţÈõ ğĄŐď Ćî ťĺŚûüãÜőÀĂİ Ûî ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ n .ÀœŘùÀł ùćÂÞł ďŚŞŒþ ğŘbď Û¡õ ďć öŘĄŮüõ ,2 ÛØł ÕŞŚÎõ řÜÎõ SSþŘ ŰŚśŹŘ ýŘÂŞ ÀĂİ øć öŊ ñŚþ Œþ öćÂî ĆêŚőŘ ŚŞ üãÜőÀĂİ øć SSČŞ íÂţÈõ .ćÂî ÛþÀśŮ ğŘbď ćŘÀãŮ öŚÞû ŚŞ À§Řø üãÜőÀĂİ Œþ ĆŞ Řď üãÜő ŚŞ Pi Âû Ćî P_k , · · · ,P_2 ,P_1 ýŚûüãÜőÀĂİ ýĆäĄÞźõ SSþŘÂŞŚĂŞ íÂţÈõ ğŘbď ýŘďŘć P_1 ŚŞ P_k ø ćďŘć íÂţÈõ ğŘbď Œþ ÍÖê P_{i+1} ćŘÀãŮ öŚÞû ýŘďŘć Ćî ťĺŘ üãÜőÀĂİ Œþ ĆŞ ÛþÀśŮ ÛŞŚì ,ÀĂţÆČœ ôŚÞŮ üœŚśúÚœ ýŚĂãõ ĆŞ öŊ đĄÎĺ ôŚÞŮ üœŚśúÚœ ø ťĺŘ ğŘbď .ÀłŚŞüõ P_k ŚŮ P_1 ýŚûüãÜőÀĂİ đĄÎĺ :ćĄÞœ öŚČŞ Řď Âþě ýĆČÌì öŘĄŮüõ SSþŘÂŞŚĂŞ

ýŚûüãÜőÀĂİ ýĆäĄÞźõ ěŘ üãÜőÀĂİ øć Âû ùŚðÂû . 1 ĆČÌì Œþ ÂůîŘÀ§ ýŘďŘć ÀĂãìŘø Ć¡Ôň Œþ ďć Ćî P_k , · · · ,P_2 ,P_1 Ć ţ ĺĄ Č Ţ Ś ûü ã Ü őÀ Ă İ öø Â Č Ş ýĆ Č §Ś œ ø À Ă łŚ Ş íÂ ţ È õ ğŘbď ŚŞ ø O(n) üœŚõě ýĆśŮÂõ ďć öŘĄŮüõ Řď ŚûüãÜőÀĂİ SSþŘ ,ÀłŚŞ ôŚÞŮ ğĄŐď ćŘÀãŮ n Ćî ćÂî üœŚśúÚœ ,üĺŘbď öŚśúÚœ ⌊_n 3 ⌋ ÂůîŘÀ§ ďŚŞŒþ ŚûüãÜőÀĂİ SSČŞ íÂţÈõ ğĄŐď Ćî ťĺŚûüãÜőÀĂİ .ÀœŘùÀł ùćÂÞł

ùćŚĺ üãÜőÀĂİ ĆŞ SSČŮ ÇûŚî 3

Ś Ş Ć î ť ĺŘ SS þŘ Ć óŚ Ö õ SS þŘ ďć ùÀ ł Ć ŐŘďŘ Ý ţ þďĄ Ú óŘ ü Ü ňŘ ýùÀ þŘ ýŚûűÜůõ éÁ§ ø öŚśúÚœ öŘĄĂä ĆŞ TIN ğĄŐď ěŘ ýćŘÀãŮ ŠŚ£ţœŘ SSþŘ ďć .ćÂî ÛþÀśŮ ÂŮùćŚĺ TIN Œþ ĆŞ Řď öŊ ,ŚûöŊ ěŘ Àþć ÛŞŚì öøÀŞ ýùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ĆŞ TIN ÛČÜÖŮ ýŘÂŞ üłø ď Ç£Ş ğĄŐď ěŘ ťĺŘ ěŚČœ Ćî üþŚŻ ŚŮ ľø ď SSþŘ ďć Ćî ćĄłüõ ĆŐŘďŘ ăŘďĄĺ üãÜőÀĂİ ÀĂİ Śþ Œþ ĆŞ ÛþÀśŮ ďŚî öŚþŚŢ ďć ŚŮ ćĄłüõ éÁ§ TIN .ÀłŚŞ ĆţĺĄČŢ ŚûüãÜőÀĂİ öø ÂČŞ ýĆČ§Śœ ôŚÞŮ Ćî ćĄł Âþě ýĆţØœ øć ùďŘĄÞû ÀþŚŞ TIN ÇûŚî ÛÞä ôŚźœŘ ôŚÚĂû ďć :ÀłŚŞ ďŘÂìÂŞ ýÃČõŊÙœď ďŚúİ ýĆČÌì ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ÂČąŘ ýĆóŚÆõ ćďĄõ ďć ýŘÂŞ ø ťĺŘ üêŚî öŚśúÚœ ⌊_n 2 ⌋ ùďŘĄÞû Ćî ćĄłüõ ŰŚśŹŘ ŚûéŘÂð ýďø Â ő öŚ ś ú Ú œ ćŘÀ ã Ů SS þŘ 1 Û Ø ł À Ă œŚ Þ û Ś ûTIN ěŘ ü ąÂ Ş .]1[ťĺŘ

üþŚûÝţþďĄÚóŘ ĆóŚÆõ SSþŘ ýŘÂŞ ùÀł ĆŐŘďŘ üśþÂÖŮ ýŚûÝţþďĄÚóŘ öćŘć ďŘÂ ì ýŘÂ Ş ]3[ O(n^32 ) ø ]2[ O(n^2) ü œŚ õě ýĆ ś ŮÂ õ Ś Ş ěŘ ùćŚ Ô ţ ĺŘ Ś Ş ü óøŘ Ć î À Ă łŚ Şü õ ü ĺŘbď öŚ ś ú Ú œ ⌊_n 2 ⌋ Â ů îŘÀ § Ùœď ďŚúİ ěŘ Ùœď øć ŠŚ£ţœŘ ø ĳÎÆõ éŘÂð ýÃČõŊÙœď ďŚúİ ďć ĆĂČÈČŞ ÕŞŚÎŮ SSţêŚþ ğŚĺŘÂŞ üõøć ø ćĄłüõ ôŚźœŘ ùÀł ùćŚÔţĺŘ ÂÏŚ£Ş SSČĂżÞû .ÀłŚŞüõ ĳÎÆõ éŘÂð ĆŞ ŕĄŞÂõ öŚðøć éŘÂð ýŚûÝţþďĄÚóŘ Śûľø ď SSþŘ üÞţþďĄÚóŘ ø üœŚõě ýĎŚŞ üðÀČżČŢ ýŚ ûöŚ ś ú Ú œ Ć î ť ĺŘùÀ ł Ć ŐŘďŘ Â ţ Þ î ýŘÂ ŻŘ öŚ õě Ś Ş ýÂ ŮùćŚ ĺ ĆÜÞŻ ěŘ .ÀœďøŊüõ ťĺÀŞ ⌊_n 2 ⌋ ýĎŚŞ À§ ĆŞ ťśÆœ Řď ýÂţÈČŞ üĺŘbď öŚśúÚœ ⌊_{3n} 5 ⌋ ÂůîŘÀ§ Ćî üÎą ýŘÂŻŘ öŚõě ŚŞ ÝţþďĄÚóŘ ø ĳ Î Æ õ éŘÂ ð ýÃ Č õŊÙ œď5 ğŚ ĺŘÂ Ş ø ]1[À Ă îü õ ŠŚ £ ţ œŘ Řď .ťĺŘ ďŘĄţĺŘ Ćţêď ďŚØŞ Ùœď 5 ěŘ Ùœď 3 ŠŚ£ţœŘ

ĆóŚÆõ SSþŘ Û§ ýŘÂŞ ÀþÀŻ üśþÂÖŮ ľø ď Œþ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć O(n) öŚõě ďć ŘÂŻŘ ÛŞŚì ğŘbď n ŚŞ TIN Œþ ýŘÂŞ Ćî ćĄłüõ ĆŐŘďŘ ⌊_{2n} 3 ⌋ öŊ ÍĺĄŮ ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ÂůîŘÀ§ ø ÀłŚŞüõ ýŚ ûĆ œĄ ð ěŘ ŘďöŊ Ć î Ý ţ þďĄ Ú óŘ SS þŘ ü ðÄ þø SS þÂ ŮÝ ú õ .À łŚ Şü õ ýÂĺŘÂĺ Àþć ěŘ ùćŚÔţĺŘ ťČÜŞŚì ÀĂîüõ ÃþŚÞţõ üÜśì ýùÀł ĆŐŘďŘ ďć .ťĺŘ ĆČ§Śœ ýŚûöŚśúÚœ ÉČÊ£Ů üÈþŘÃêŘ ÀĂþŘÂê ďć ğĄŐď ôŚźœŘ ŚŞ ğŘbď Âû ěŘ Àþć ÛŞŚì đĄÎĺ SSČČãŮ ŰďĄň ďć ľø ď SSþŘ öŘĄŮüõ ,ťĺŘ ôŚźœŘ ÛŞŚì O(n^3) ýĆĂþÃû ŚŞ Ćî ľěŘćÂŢ ÇČŢ Œþ ćÂî ùćŚÔţĺŘ ŰŚäĚÏŘ SSþŘ ěŘ ĆČ§Śœ ýŚûöŚśúÚœ ÉČÊ£Ů ôŚÚĂû ÛČÜ¡Ů ďć ñŚ§ SSþŘ ŚŞ .ćÂî Ýî Řď ěŚČœ ćďĄõ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ø öøÀŞ üţ§ Ćî ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ÉČÊ£Ů ôŚÚĂû ýÂţÈČŞ ýŚûüĺď ÂŞ ôŚźœŘ ŚŞ ÍÖê ø ľěŘćÂŢ ÇČŢ ,ćĄłüÞœ ÃČœ ÝţþďĄÚóŘ üœŚõě ýĆśŮÂõ ÇþŘÃêŘ űäŚŞ Ćî ŚûöŚśúÚœ ⌊_n 2 ⌋ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ýĎŚŞ À§ .ťĺŘ

ćďĄõ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ĎĄÞãõ Ćî ťĺŘ SSþŘ ťÆû Ćî ýŘĆţØœ ýŘÂŞ öŘĄŮüõ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ŒÞî ĆŞ ø ťĺŘ ⌊_n 2 ⌋ ěŘ ÂţÞî ďŚČÆŞ ěŚČœ .ÀČĺď Śûľø ď ÂþŚĺ ĆŞ ťśÆœ ýÂţúŞ ÿþŚţœ ĆŞ üãìŘø ýŚûTIN

ýŘĆäĄÞźõ üœŚśúÚœ ýĆóŚÆõ 2 Ç£Ş ďć ĆóŚÖõ SSþŘ ýĆõŘćŘ ďć 3 Ç £ Ş ďć ø ćĄ łü õ ü ĺď Â Ş ăŘďĄ ĺ öøÀ Ş ýŚ ûü ã Ü őÀ Ă İ ěŘ ýŚûüãÜőÀĂİ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ĆŞ TIN Œþ ÇûŚî ýŘÂŞ üłø ď ŰŚśŹŘ ø ÀþÀŻ ÝţþďĄÚóŘ 4 Ç£Ş ďć ø ćĄłüõ ĆŐŘďŘ ăŘďĄĺ öøÀŞ ťóŚ§ ÛČÜ¡Ů 5 Ç£Ş ďć .ÀþŊüõ öŊ üþŘďŚî ÛČÜ¡Ů ø ť¡ň ùÀł ĆţÔð řóŚÎõ ÃČœ ÂąŊ ďć .Àł ÀûŘĄą öŚČŞ ÝţþďĄÚóŘ ÍĺĄţõ .ÀœĄłüõ ĆňĚą ø ýÂČðĆźČţœ

A

B x z y w

ěŚČœ ćďĄõ üĺŘbď öŚśúÚœ ⌊_n 2 ⌋ ŚŞ TIN Œþ :1 ÛØł

.....

....... ... ... . .. ... ... ......... . ... ....

.............. ... ... ... ... ... ... ... ............... ... ... .

ÂŮïďÃŞ üãÜőÀĂİ Œþ ĆŞ ďøŚźõ üãÜőÀĂİ øć ýĆãĺĄŮ :2 ÛØł

ďøŚźõ űÜůõ ďŚúİ ÛìŘÀ§ ýŘďŘć j ğŘbď "ÓóŘ’ ťóŚ§ ďć • .ÀœĄłüõ éÁ§ TIN ěŘ öŊ öÀł éÁ§ ŚŞ Ćî ťĺŘ ćĄą ěŘ ôŘÀîÂû ÂðŘ Ćî ťĺŘ üĺď ÂŞ ÛŞŚì üţ§ŘÂŞ "Š’ ťóŚ§ ďć • ÀĂłŚŞ ćĄą ďøŚźõ űÜůõ Ćĺ ÂůîŘÀ§ ýŘďŘć k ø i ýŚûğŘbď ťÞÆì 3 ÛØł ďć ùÀł ùćŘć öŚÈœ TIN ñćŚãõ TIN ùŚðöŊ SSþŘ ěŘ üØþ ÛìŘÀ§ ŰďĄňSSþŘ ÂČè ďć ø ćĄŞ ÀûŘĄą "Š’ ťĺŘ ćĄą ďøŚźõ űÜůõ ďŚúİ ÛìŘÀ§ ýŘďŘć (k Ěůõ)ŚûğŘbď TIN ěŘ (jn Ě ů õ) ýě Â õ ñŚ þ Œ þ ,öŊ öÀ ł éÁ § Ś Ş ø öø ÂČŞ ýĆČ§Śœ ŚŞ ùÀł éÁ§ ýĆČ§Śœ ÅŢ .ćĄłüõ éÁ§ .ćĄłüõ ĆţĺĄČŢ TIN ĆżœŚĂİ Ćî ťĺŘ üĺď ÂŞ ÛŞŚì üţ§ŘÂŞ ÃČœ "Ť’ ťóŚ§ ďć • ű Ü ů õ Ć ĺ ěŘ Â ţ È Č Ş ýŘďŘć m ø n ,i ğĄ Őď ěŘ ôŘÀ îž Č û ùćŘć öŚÈœ ýŚûTIN ěŘ üØþ ñćŚãõ TIN ÀĂłŚśœ ćĄą ďøŚźõ Û ìŘÀ § ŰďĄ ňSS þŘ Â Č è ďć ø ćĄ Ş À ûŘĄ ą 3 Û Ø ł ďć ùÀ ł ćĄą ďøŚźõ űÜůõ ďŚúİ ÛìŘÀ§ ýŘďŘć ğŘbď Ćĺ SSþŘ ěŘ üØþ ÃČœ TIN ěŘ ýě Âõ ğŘbď Œþ ,öŊ öÀł éÁ§ ŚŞ ø ÀłŚŞüõ ýĆČ§Śœ ŚŞ ùÀł éÁ§ ýĆČ§Śœ ĆźČţœ ďć ø ćĄłüõ éÁ§ .ćĄłüõ ĆţĺĄČŢ TIN öø ÂČŞ ÇûŚî ćďĄõ ďć Řď Âþě ýĆČÌì öŘĄŮüõ ùÀł ĆţÔð řóŚÎõ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ :ćĄÞœ öŚČŞ TIN

ğĄ Őď ěŘ ýćŘÀ ã Ů öćÂ î éÁ § Ś Ş öŘĄ Ůü õ Řď TIN Â û . 2 ĆČÌì áĄœ ěŘ ýŚûTIN Śþ ø ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ĆŞ öŊ éÁ§ ýŚûűÜůõ ćŘÀãŮ ÇûŚî SSþŘ ďć Ćî ćÂî ÛþÀśŮ "Š’ ø "ÓóŘ’ ø ÀłŚŞüõ ùÀł éÁ§ ğĄŐď ćŘÀãŮ ÂŞŘÂŞ ďŚúİ ÛìŘÀ§ TIN ěŘ ùÀł .ťĺŘ ĆţĺĄČŢ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûTIN ø ŚûüãÜőÀĂİ üœø ÂČŞ ýĆČ§Śœ

Ć¡Ôň ďć ăŘďĄĺ öÀõŊ ćĄŻĄŞ űäŚŞ ğŘbď Œþ öćÂî éÁ§ (1 .ćĄÈœ ÀœŘùÀł ùćŘć öŚÈœ 3 ÛØł ďć Ćî TIN áĄœ øć ćďĄõ ďć ÃźŞ (2 áĄ œ TIN ø "Ó óŘ’ áĄ œ TIN ýŚ ûôŚ œ Ć Ş À ã Ş Ć Ş SS þŘ ěŘ ø ôŚ Ú Ă û Ś ûTIN ýĆ Č Ö Ş ćďĄ õ ďć ,À œĄ łü õ ùÀ œŘĄ ą "Š’ .ćĄł éÁ§ öŊ ďøŚźõ űÜůõ ďŚúİ ÛìŘÀ§ ğŘbď Œþ éÁ§ ýŚ ûű Ü ů õ ôŚ Þ Ů ğŘbď Œ þ öćÂ î éÁ § ôŚ Ú Ă û Ć î Ś ŻöŊ ěŘ ťĺŘ ĆţĺĄČŢ ùÀł éÁ§ ýĆČ§Śœ ôŚÞŮ ÀœĄłüõ éÁ§ öŊ ďøŚźõ Ś þ ýě Â õ ğŘbď Œ þ ,ğŘbď Œ þ öćÂ î éÁ § ôŚ Ú Ă û Â ðŘ SS þŘÂ ŞŚ Ă Ş ŚŞ üÜãê ýùÀł éÁ§ ýĆČ§Śœ ćĄł éÁ§ TIN ěŘ ýě Âõ ñŚþ Œþ ø ÀĂûćüõ ÛČØÈŮ Řď ĆČ§Śœ Œþ ø ùÀł ĆţĺĄČŢ TIN öø ÂČŞ ýĆČ§Śœ .ÀœŚõ ÀûŘĄą ďŘÂìÂŞ 1 ćďĄõ ø ÀõŊ ÀûŘĄ£œ ćĄŻĄŞ ăŘďĄĺ Ć¡Ôň ďć ďć ťĺŘ É£Èõ 3 ÛØł ďć ĆżœŚĂİ ÃČœ ôøć ýĆţØœ ćďĄõ ďć öÀł éÁ§ űäŚŞ ğŘbď Œþ öćÂî éÁ§ ŚûTIN SSþŘ ěŘ ôŘÀîžČû Śþ ,ŚûTIN ÂþŚĺ ćďĄõ ďć Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ .ćĄłüÞœ űÜůõ ďŚúİ üĺŘbď öŘĄŮüõ ĆîSSþŘ Śþ ťĺŘ ùćŚĺ üãÜőÀĂİ Œþ ÂÑœ ćďĄõ TIN éÁ§ TIN ěŘ űÜůõ ďŚúİ ÛìŘÀ§ öŊ öćÂî éÁ§ ŚŞ Ćî ćÂî ŘÀČŢ Řď éÁ§ Śþ ćďŘć ďŘÂì ě Âõ ýø ď ğŘbď SSþŘ ćĄą Śþ öŊ ÂŞ ùøĚä ø ćĄłüõ Û§ŘÂõ ďć ŚŮ ćĄłüõ ýě Âõ ñŚþ Œþ öÀł éÁ§ űäŚŞ öŊ öćÂî .ÀłŚŞ ùÀł ÐÔ§ ÃČœ 2 ćďĄõ ÇûŚî ğŘbď Œ þ Û ìŘÀ § À łŚ ś œ ùćŚ ĺ ü ã Ü őÀ Ă İ Ć î TIN Œ þ ďć ğŘbď Œþ j ÂðŘ .ćďŘÀœ ďŘÂì TIN ě Âõ ýø ď Ćî ćďŘć ćĄŻø i üÜąŘć ğŚĺŘ ÂŞ j ğŘbď ćďĄõ ďć ćďŘć ćĄŻø ñŚþ j ø i SSČŞ Ćî ÀłŚŞ ýě Âõ .ÀœŘùÀł ùćŘć öŚÈœ 4 ÛØł ďć Ćî ćďŘć ćĄŻø ťóŚ§ Ćĺ öŊ ýĆŻďć

ÓóŘ Š

ćĄłüÞœ ŚúœŊ ěŘ űÜůõ Ćĺ ěŘ ÂţÈČŞ éÁ§ űäŚŞ ŚûöŊ ÇûŚî Ćî ńŚą ýŚûTIN :3 ÛØł

... . . ... .. . ... ... ................

..... ... . . ... . ... ... ... ... ... ........... ... ... ... ... ...... ... .....

....... ... . .

ÓóŘ Š Ť j j j i i i m m m n n n k

öŊ ďøŚźõ j ýě Âõ ğŘbď ø i üÜąŘć ğŘbď ÓÜţ£õ ŰĎŚ§ :4 ÛØł

ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ýĎŚŞ À§ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć ľø ď SSþŘ ŚŞ .ćĄłüõ .Àł ÀûŘĄą ⌊_n 2 ⌋ ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ÍÖê ŰŚČÜÞä SSþŘ ôŚźœŘ ŚŞ öŘĄĂä ĆŞ Ćî ÀĂĂîüõ ëÀň 1 ĆČÌì ŕÂł ďć Ćî ÀĂœŚõüõ üìŚŞ SSþŘ ýŚûöŚśúÚœ ľø ď öŚÞû ŒÞî ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ ôĄĺ ýĆÜ§Âõ ğĄŐď ćŘÀãŮ ÂðŘ SSþŘÂŞŚĂŞ .ćĄłüõ SSČČãŮ ŚûüãÜőÀĂİ ĆäĄÞźõ ďć ø öŚśúÚœ ⌊_m 3 ⌋ ÂůîŘÀ§ ŚŞ ÀłŚŞ m ŚûüãÜőÀĂİ ĆäĄÞźõ SSþŘ .ćÂî É£Èõ Řď ŚûöŊ ýŚûöŚśúÚœ öŘĄŮüõ O(m) üœŚõě ýĆśŮÂõ ü œŚ ś ú Ú œ TIN Û î Ć Ü §Â õ Ć ĺ SS þŘ ôŚ ź œŘ Ś Ş ø ř Č ŮÂ Ů SS þÀ Ş ýÀ ã Ş ýŚ ûÇ £ ŞÂ þě ďć ø Ç £ Ş SS þŘ ýĆ õŘćŘ ďć .À ł À ûŘĄ ą ćŘÀ ã Ů Â Ñ œ ěŘ ø ćĄ łü õ ü ĺď Â Ş ùÀ ł Ć ŐŘďŘ Ý ţ þďĄ Ú óŘ ť ¡ ň .Àł ÀûŘĄą ÛČÜ¡Ů ŘÂŻŘ öŚõě ø ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ

ùÀł ĆţÔð ÝţþďĄÚóŘ üţĺďć üĺď ÂŞ 1.4

éÁ § TIN ěŘ ü þŚ ûű Ü ů õ Í Ö ê Ç ûŚ î ýĆ Ü §Â õ ďć Ć î Ś ź œŊ ěŘ ôŚÞŮ ĆŞ öĄİ ø ÀĂłŚŞ ùÀł éÁ§ ğŘbď Œþ ďøŚźõ Ćî ÀœĄłüõ ÅŢ ÀŞŚþüõ ńŚÊţąŘ öŚśúÚœ ĆÜ§Âõ SSþŘ ďć ùÀł éÁ§ ýŚûğŘbď ĆŞ ÃČœ ÇûŚî ýĆÜ§Âõ ěŘ ÅŢ .ÀœĄłüõ üœŚśúÚœ đĄÎĺ SSþŘ ôŚÞŮ ÀŞŚþüõ ÉČÊ£Ů öŚśúÚœ Œþ "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ěŘ ôŘÀî Âû Œþ ÃČœ "Š’ áĄœ ýŚûTIN ĆŞ ø ÀĂîüõ üœŚśúÚœ ŘďöŊ ôŚÞŮ Ćî üœŚśúÚœ Řď öŊ ěŘ űÜůõ Œþ ÍÖê Ćî ÀŞŚþüõ ńŚÊţąŘ öŚśúÚœ .ćĄłüõ ĆêŚőŘ ŚûüãÜőÀĂİ ýĆäĄÞźõ ĆŞ űÜůõ SSþŘ ø ÀĂîüÞœ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûüãÜőÀĂİ SSþŘ üœŚśúÚœ ľø ď ÃČœ 2 Ç£Ş ďć ť¡Ů TIN đĄÎĺ ôŚÞŮ ľø ď SSþŘ ýÂČðďŚØŞ ŚŞ ø Àł ĆţÔð TIN ěŘ .ÀœÂČðüõ ďŘÂì ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ýĆäĄÞźõ ÇłĄŢ .ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ćďĄõ ďć Âþě ĆČÌì SSþŘÂŞŚĂŞ

ÝţþďĄÚóŘ ÍĺĄŮ ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ýĆäĄÞźõ . 3 ĆČÌì

ýÀĂŞűÜůõ ÝÑĂõŚœ đĄÎĺ üœŚśúÚœ 4 ùÀł 2 ýŚûÇ£Ş ďć ùÀł ĆţÔð řóŚÎõ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ø ťÞÆì SSþŘ ďć ĆŐŘďŘ ğŘbď n ŚŞ ùŘĄ£óć TIN Œþ üœŚśúÚœ ýŘÂŞ üÞţþďĄÚóŘ 3 ø öŊ ÍĺĄŮ ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ýĎŚŞ À§ Ćî ćĄłüõ .ÀłŚŞüõ ⌊_n 2 ⌋ ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ÍĺĄţõ ø ⌊_{2n} 3 ⌋ ŚŞ öŊ ñøŘ ýĆÜ§Âõ ďć :ťĺŘ ĆÜ§Âõ Ćĺ ÛõŚł ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ĆČóøŘ TIN ,3 Ç£Ş ÕŞŚÎõ TIN ğĄŐď ěŘ ýćŘÀãŮ öćÂî éÁ§ ø "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ø ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ĆŞ öŚśúÚœ Œþ ùÀł éÁ§ ğĄŐď ěŘ ôŘÀî Âû ĆŞ ø ćĄłüõ ÛþÀśŮ "Š’ Ćî ÀĂîüõŘÀČŢ ĆõŘćŘ üþŚŻ ŚŮ öćÂî éÁ§ ÛÞä .ÀŞŚþüõ ÉČÊ£Ů .ÀłŚśœ ćĄą ďøŚźõ űÜůõ Ćĺ ěŘ ÇČŞ ýŘďŘć ýŘùÀœŚõüìŚŞ ğŘbď žČû ýÃ îÂ õ ğĄ Őď ěŘ ôŘÀ î Â û Ć Ş Ý ţ þďĄ Ú óŘ ôøć ýĆ Ü §Â õ ďć ýŚûűÜůõ ø ÀŞŚþüõ ÉČÊ£Ů öŚśúÚœ Œþ "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ýŚûTIN ěŘ ôŘÀîÂû ćďĄõ ďć SSČĂżÞû .ÀœĄłüõ éÁ§ öŊ ďøŚźõ Ćĺ ýŘďŘć Ćî öŊ ýě Âõ ğĄŐď ěŘ üØþ ĆŞ öŚśúÚœ Œþ "Š’ áĄœ ĆţØœ SSþŘ ÀþŚŞ .ÀŞŚþüõ ÉČÊ£Ů ÀłŚŞüõ ćĄą ŰďøŚźõ ďć űÜůõ Ćî ÀłŚśœ öŊ ŰďøŚźõ ďć üůÜůõ žČû Ćî üĺŘbď Ćî ťłŘć ÂÑœ ďć Řď éÁ§ ğĄŐď ýĆäĄÞźõ ěŘ ćĄą ĆŞ ćĄą ÀłŚŞ ĆţłŘć üœŚśúÚœ ĆŞ ěŚČœ .ćĄłüõ ŠŚ£ţœŘ ôŚÚĂû ĆÜ§Âõ øć SSþŘ ďć ÝţþďĄÚóŘ üþŘďŚî ÇþŘÃêŘ ýŘÂŞ öŊ éÁ§ ÂŹŘ ÂŞ Ćî üþŚûűÜůõ ôŚÞŮ ,öŚśúÚœ öŘĄĂä ĆŞ ğŘbď Œþ ěŘ ĆîüŮďĄň ďć ø ÀœĄłüõ üĺď ÂŞ ÀœÂČðüõ ďŘÂì ĆČ§Śœ ě Âõ ďć ğŘbď ÀœĄłüõ éÁ§ ùÀÈœ üœŚśúÚœ ýĆČ§Śœ ěŘ ÀĂłŚŞ Àþć ÛŞŚì ğŘbď öŊ ÀþÀŻ öŚśúÚœ ŠŚ£ţœŘ ŚŞ Ćî üþŚûűÜůõ ôŚÞŮ Ćî üœŚõě ŚŮ ďŚî SSþŘ ø ďŘÂØŮ ÀĂłŚśœ Àþć ÛŞŚì ğŘbď öŊ ěŘ ,ÀœŘĆţêÂð ďŘÂì ĆČ§Śœ ě Âõ ďć ýŘÂŞ ùÀł ĆţÔð ÝţþďĄÚóŘ ďć ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ýĎŚŞ À§ . 4 ĆČÌì .ÀłŚŞüõ ⌊_{2n} 3 ⌋ ğŘbď n ŚŞ TIN Œþ

:ÝČĂîüõ ŋÂê .ŰŚśŹŘ ,ÝţþďĄÚóŘ ÇûŚî ýĆÜ§Âõ ďć ùÀł éÁ§ ğĄŐď ćŘÀãŮ : m Ç ûŚ î ýĆ Ü §Â õ ěŘ Å Ţ "Š’ áĄ œ ýŚ ûTIN ćŘÀ ã Ů : j ,ÝţþďĄÚóŘ Ç ûŚ î ýĆ Ü §Â õ ěŘ Å Ţ "Ó óŘ’ áĄ œ ýŚ ûTIN ćŘÀ ã Ů : k ø ÝţþďĄÚóŘ ÉČÊ£Ů ěŘ ÅŢ ĆČóøŘ TIN ěŘ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûűÜůõ ćŘÀãŮ : i ğŘbď Œþ ÛìŘÀ§ Ćî ÀłŚŞ "Š’ ø "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ĆŞ öŚśúÚœ .ťĺŘ ùćĄŞ "ÓóŘ’ áĄœ TIN Œþ ýě Âõ ğĄŐď ŔÃŻ ŚûöŊ ěŘ ćĄŻø űÜůõ 2n − t − 2 ýě Âõ ğŘbď t ø ğŘbď n ŚŞ TIN Âû ďć ÛìŘÀ§ m ğĄŐď ěŘ ôŘÀî Âû ýŘěŘ ĆŞ ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ďć ø ]5[ćďŘć ěŘ ôŘÀ î Â û ø ćĄ łü õ Ý î TIN ýŚ ûű Ü ů õ ćŘÀ ã Ů ěŘ ű Ü ů õ ďŚ ú İ áĄœ ýŚûTIN ěŘ ôŘÀîÂû ø űÜůõ Ćĺ ýŘďŘć "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ŚŞ ŚûűÜůõ SSþŘ ěŘ ôŘÀîžČû ø ÀĂłŚŞüõ űÜůõ ďŚúİ ýŘďŘć "Š’ ÃČœ i ýŚûűÜůõ ýĆäĄÞźõ ŚŞ SSČĂżÞû ø ÀĂłŚŞüÞœ íÂţÈõ Ýû :ťłĄœ Řď Âþě ýøŚÆõŚœ öŘĄŮüõ ÅŢ .ÀĂţÆČœ íÂţÈõ

4m + 4j + 3k + i ≤ 2n − t − 2 ⇒ 4m + 4j + 3k + i ≤ 2n (1)

:ÝČĂîüõ üĺď ÂŞ ťóŚ§ øć ďć Řď ĆČÌì ñŚ§

ğŘbď 3k − 3i Û ìŘÀ § 3 Ý ó Õ ś Ï ť óŚ § SS þŘ ďć :i ≤ k (1 éÁ § ğĄ Őď ýĆ äĄ Þ ź õ ěŘ öŚ ś ú Ú œ É Č Ê £ Ů öøÀ Ş ùćŘć ÉČÊ£Ů ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ Ûî SSþŘÂŞŚĂŞ .ÀœĄłüõ :ÀþŊüõ ťĺÀŞ Âþě ýĆÎŞŘď ěŘ ùÀł

ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ≤ m + j + k + ⌊^{n−(m+j+k)−(3k−3i)}_3 ⌋ (2)

Ć î ť êÂ ð Ć ź Č ţ œ öŘĄ Ůü õ (1) ýĆ Î ŞŘď ěŘ ü êÂ Ï ěŘ ø (2) ýĆ Î ŞŘď ďć ýďŘÁ ðýŚ Ż Ś Ş ø m + j ≤^{2n−3k−i}_4 :ÀþŊüõ ťĺÀŞ Âþě ýĆÎŞŘď

ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ≤^{2n−3k−i}_4 + k + ⌊^{n−( 2n−3k−i4 +k)−(3k−3i)}_3 ⌋ ⇒ ≤^{6n−9n−3i+12k+4n−2n+3k+i−16k+12i} 12 ⇒ ≤^{8n−10k+10i} 12 ⇒ ≤^{2n}_3 +^5_6 (i − k)

ćŘÀ ã Ů Å Ţ ť ĺŘ i ≤ k ŋÂ ê Õ ś Ï Ć îSS þŘ Ć Ş Ć ŻĄ Ů Ś Ş ø .ćĄŞ ÀûŘĄą ⌊_{2n} 3 ⌋ ÂůîŘÀ§ ŚûöŚśúÚœ

ćŘÀãŮ ćďĄõ ďć Řď Âþě ýĆÎŞŘď öŘĄŮüõ ťóŚ§ SSþŘ ďć :i > k (2 :ťłĄœ ŚûöŚśúÚœ

ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ≤ m + j + k + ⌊^{n−(m+j+k)}_3 ⌋ (3) üœŚśúÚœ Řď öŊ đĄÎĺ ôŚÞŮ TIN Œþ üœŚśúÚœ ýŘÂŞ ùÀł ĆţÔð .ÀĂîüõ

ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ýĎŚŞ À§ 2.4

ýĎŚŞ À§ ÂÑœ ěŘ ùÀł ĆţÔð ÝţþďĄÚóŘ üþŘďŚî öŘÃČõ ťÞÆì SSþŘ ďć øć ŘÀţŞŘ .ćĄłüõ üŞŚþě ďŘ öŊ ÍĺĄŮ ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ :ÝČĂîüõ öŚČŞ ùćŚĺ Ýó øć řóŚì ďć Řď ĆţØœ

ýŘďŘć "ÓóŘ’ áĄœ TIN øć žČû ÇûŚî ýĆÜ§Âõ ěŘ ÅŢ . 1 Ýó .ÀĂţÆČœ íÂţÈõ ğŘbď

ěŘ Ç Č Ş ýŘďŘć íÂ ţ È õ ğŘbď öŊ ŰďĄ ňSS þŘÂ Č è ďć ŘÂ þě .ŰŚ ś ŹŘ ŚŞ ÇûŚî ýĆÜ§Âõ ďć ø ćĄŞ ÀûŘĄą ćĄą ŰďøŚźõ ďć űÜůõ Ćĺ □ .ćĄłüõ éÁ§ TIN ěŘ ğŘbď SSþŘ ĆŞ öŚśúÚœ Œþ ÉČÊ£Ů

"ÓóŘ’ áĄœ TIN Œþ ÇûŚî ýĆÜ§Âõ ěŘ ÅŢ ĆżœŚĂİ . 2 Ýó ýĆ Ü §Â õ ďć À łŚ Ş íÂ ţ È õ ğŘbď ýŘďŘć "Š’ áĄ œ TIN Œ þ Ś Ş ýŚûűÜůõ ôŚÞŮ "Š’ ø "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ĆŞ öŚśúÚœ ÉČÊ£Ů TIN ěŘ ğŘbď öŊ ĆźČţœ ďć ø ÀœĄłüõ üœŚśúÚœ ğŘbď SSþŘ ďøŚźõ .ćĄłüõ éÁ§

áĄœ ýŚûTIN ĆŞ öŚśúÚœ ÉČÊ£Ů ýùĄ¡œ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ .ŰŚśŹŘ ýŚûTIN ďć ýě Âõ ýŚûğŘbď ýŚûűÜůõ ćŘÀãŮ ťþćøÀ¡õ ø "Š’ □ .ťĺŘ üúþÀŞ öŊ ŰŚśŹŘ "ÓóŘ’ áĄœ ýě Â õ ýŚ ûğŘbď ť Č ã őø Ć Ş Ć ţ Ø œ øć SS þŘ SS ţ êÂ ð Â Ñ œ ďć Ś Ş Ś ûöŊ Ć Ş öŚ ś ú Ú œ É Č Ê £ Ů ěŘ Å Ţ "Ó óŘ’ áĄ œ ýŚ ûTIN ćŘÀ ã Ů i ø À łŚ Ş "Ó óŘ’ áĄ œ ýŚ ûTIN ćŘÀ ã Ů k Â ðŘ .Ý þěŘćÂ Ţü õ ĆŞ öŚśúÚœ ÉČÊ£Ů ěŘ ÅŢ ĆČóøŘ TIN ěŘ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûűÜůõ ŚûöŊ ğĄŐď ěŘ üØþ ÛìŘÀ§ Ćî ÀłŚŞ "Š’ ø "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN i ≤ k Â ðŘ ,ť ĺŘ ùćĄ Ş "Ó óŘ’ áĄ œ TIN Œ þ ýě Â õ ğĄ Őď ŔÃ Ż :ťĺŘ ďŘÂìÂŞ Âþě Ýó ùďŘĄÞû ÀłŚŞ

ěŘ ÀãŞ Ćî "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ďć ýě Âõ ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ . 3 Ýó žČû ýŘďŘć "Š’ ø "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ĆŞ öŚśúÚœ ÉČÊ£Ů 3k − 3i ŚŞ ýøŚÆõ Śþ ÂŮïďÃŞ ÀĂłŚŞüÞœ ćĄą ŰďøŚźõ ďć üůÜůõ .ÀœĄłüõ éÁ§ TIN ěŘ ŚûğŘbď SSþŘ ø ťĺŘ

ğŘbď Ć ĺ ýŘďŘć "Ó óŘ’ áĄ œ TIN Â û Ć îSS þŘ Ć Ş Ć ŻĄ Ů Ś Ş .ŰŚ ś ŹŘ ÅŢ ÀĂłŚŞüÞœ üîÂţÈõ ğŘbď žČû ýŘďŘć ŚûTIN SSþŘ ø ťĺŘ ýě Âõ i ýĆäĄÞźõ ěŘ űÜůõ Âû üêÂÏ ěŘ ø ÀłŚŞüõ 3k ğĄŐď SSþŘ ćŘÀãŮ ÛìŘÀ§ ÅŢ .ćďŘć ŰďøŚźõ ŚûğŘbď SSþŘ ěŘ ğŘbď Ćĺ ŚŞ ÂůîŘÀ§ űÜůõ ø ÀĂłŚŞüÞœ ýÂÚþć űÜůõ žČû ŚŞ ďøŚźõ ùÀœŚõüìŚŞ ğŘbď 3k − 3i éÁ§ ğĄŐď ýĆäĄÞźõ ěŘ öŚśúÚœ ÉČÊ£Ů öøÀŞ Řď ŚúœŊ öŘĄŮüõ □ .ćÂî À§ ćďĄõ ďć Řď Âþě ĆČÌì öŘĄŮüõ ŰŚõÀÖõ SSþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ :ćÂî öŚČŞ ùÀł ĆţÔð ÝţþďĄÚóŘ ďć ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ýĎŚŞ

"Š’ ø "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ø ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ěŘ üÔÜţ£õ SS þŘ ýŚ ûğŘbď ćŘÀ ã Ů Â ðŘ Ć î Ý Č ûćü õ öŚ È œ ŘÀ ţ ŞŘ .ćĄ Ş À Ă ûŘĄ ą öŚśúÚœ ⌊_n 3 ⌋ ÂůîŘÀ§ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć ÀłŚŞ k ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûĆČ§Śœ ďć řÜÎõ SSþŘ ùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ ćďĄõ ďć .ťłŘć ÀĂûŘĄą ěŚČœ ďć ÍÖê řÜÎõ SSþŘ ť¡ň ÅŢ .ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ 2 Ç£Ş .ćĄł ùćŘć öŚÈœ ÀþŚŞ "Š’ ø "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ćďĄõ ĆõŘćŘ ďć Ćî üÎĺĄţõ ťóŚ§ ÛČÜ¡Ů ďć Ćî ćĄł ĆŻĄŮ ťĺŘ ôěĎ ýĆśŮÂõ ýĆþŚÆÞû ø ďøŚźõ ÂČè űÜůõ Œþ öÀþć ñŚÞţ§Ř ÀþŊüõ ùÀł ŋÂê ÂŞŘÂŞ öŊ öÀþÀœ ñŚÞţ§Ř ŚŞ ğŘbď öŊ ěŘ^4ğŘbď Œþ ôøć ťóŚ§ ďć ø ťłŘć ÀûŘĄą üÚţÆŞ ğĄŐď áŚÔŮďŘ ĆŞ ÍÖê Ćî ťĺŘ .ćĄŞ ÀûŘĄ£œ ťČãìŘø ěŘ ďøć üőÂê SSČĂİ üÜî

áĄœ TIN Œþ ýÃîÂõ ğŘbď ĆŞ öŚśúÚœ Œþ ÉČÊ£Ů ôŚÚĂû ýě Âõ ýŚûğŘbď ěŘ ôŘÀîÂû ,"ÓóŘ’ ťÞÆì 5 ÛØł ÕŞŚÎõ ,"ÓóŘ’ ÛÊţõ űÜůõ Śþ ,ÀłŚśœ ýŘùÀœŚõüìŚŞ ýĆČ§Śœ žČû ĄÌä Ćî öŊ ğŘbď öŊ ÀłŚŞ Àþć ÛŞŚì ùÀł ùćŘć ÉČÊ£Ů öŚśúÚœ ÍĺĄŮ öŊ ĆŞ ýŘùÀÈœ üœŚśúÚœ űÜůõ žČû ŘÂþě ćďŘÀœ öŚśúÚœ ĆŞ ýěŚČœ ÂÚþć Ś Ş Ć î ü þŚ ûğŘbď ćŘÀ ã Ů ü őŚ þď À Č õŘ Å Ţ .ćďŘÀ œ ďŘÂ ì öŊ ďøŚ ź õ ýĆČ§Śœ ýùÀœŚõüìŚŞ ğĄŐď ýĆäĄÞźõ ěŘ öŚśúÚœ SSþŘ ÉČÊ£Ů ěŘ ÂŮïďÃŞ Ćî ťĺŘ 3(^1_2 +^1_4 ) + 1 ŚŞ ÂŞŘÂŞ ÀœĄłüõ éÁ§ üÜňŘ .ÀłŚŞüõ 3

TIN Œ þ ěŘ ýě Â õ ğŘbď Œ þ Ć Ş öŚ ś ú Ú œ É Č Ê £ Ů ôŚ Ú Ă û SS þŘ Ć î ü ŮďĄ ň ďć ,"Š’ ť Þ Æ ì 5 Û Ø ł Õ ŞŚ Î õ ,"Š’ áĄ œ øć À Ă Č ś Ş Řď A ü Ă ã þ TIN ěŘ ùÀ œŚ õü ìŚ Ş ű Ü ů õ Ś ú Ă Ů (a)öŚ ś ú Ú œ .ÀĂłŚŞüõ éÁ§ ÛŞŚì ùÀœŚõüìŚŞ ğĄŐď ýĆäĄÞźõ ěŘ c ø b ğŘbď ěŘ Śþ ÀĂłŚŞ ĆţłŘÀœ ćĄŻø F ø E ýŚûűÜůõ Ćî üŮďĄň ďć SSČĂżÞû ÅŢ .ÀĂłŚŞüõ éÁ§ ÛŞŚì f ø e ğĄŐď ÀĂłŚŞ Àþć ÛŞŚì a ýĆÎÖœ ŚŞ ÂŞŘÂŞ ťóŚ§ SSþŘ ďć üœÀł éÁ§ ýŚûğŘbď ćŘÀãŮ üőŚþď ÀČõŘ .ťĺŘ 3 ěŘ ÂŮïďÃŞ ÃČœ ďŘÀÖõ SSþŘ Ćî ťĺŘ 2(^1_2 +^1_4 ) + 2(^1_2 ) + 1 ñøŘ ýĆÜ§Âõ ěŘ ÅŢ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûĆČ§Śœ üœŚśúÚœ ýŘÂŞ ÅŢ k Ćî ćĄŞ ÀûŘĄą ěŚČœ öŚśúÚœ ⌊_k 3 ⌋ ĆŞ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć ÝţþďĄÚóŘ .ÀłŚŞüõ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûĆČ§Śœ ğĄŐď ćŘÀãŮ ü őŚ þď À Č õŘ Í ĺĄ ţ õ ť óŚ § ďć Ć î ćĄ łü õ ùćŘć öŚ È œ ñŚ § ùÀł ŠŚ£ţœŘ öŚśúÚœ Âû ÍĺĄŮ ùÀł ùćŘć ÇłĄŢ ýŚûűÜůõ ćŘÀãŮ ŚŞ ğĄŐď ĆŞ öŚśúÚœ ÉČÊ£Ů ôŚÚĂû ø ÝţþďĄÚóŘ ñøŘ ĆÜ§Âõ ďć .ÀłŚŞüõ 6 ěŘ ÂţÈČŞ 3 ěŘ ÂţÈČŞ ýĆŻďć

.À łŚ Şü õ 6 ğŘbď Â û ýĆ Żďć Í ĺĄ ţ õ Â Ü þøŘ ñĄ õÂ ê Õ ŞŚ Î õ öŘĄĂäĆŞ ĆÜ§Âõ SSþŘ ďć Ćî i ğŘbď ÂðŘ ,6 ÛØł ÕŞŚÎõ SSþŘÂŞŚĂŞ Ûśì ĆØĂþŘ řÆ§ ÂŞ ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď ťĺŘ ùÀł ŠŚ£ţœŘ öŚśúÚœ ŠŚ£ţœŘ öŚśúÚœ öŘĄĂä ĆŞ j ÀĂœŚõ öŊ ďøŚźõ ğĄŐď ěŘ üØþ öŊ ěŘ űÜůõ 4 ñøŘ ťóŚ§ďć Ćî ÀþŊüõ ćĄŻĄŞ ťóŚ§ øć Ćœ Śþ ÀłŚŞ ùÀł SSþŘ ôøć ťóŚ§ ďć ø ÀœÂČðüõ ďŘÂì öŊ ÇłĄŢ ť¡Ů i ŰďøŚźõ ďć .ÀłŚŞüõ 6 ćŘÀãŮ ŋÂê ÕśÏ ĆîSSþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ ø (1) ýĆÎŞŘď ěŘ üêÂÏ ěŘ ø Ś Ş ø m + j + k ≤^{2n}_4 Ć î ćĄ łü õ Ć ź Č ţ œ ť ĺŘ i > k :ÀþŊüõ ťĺÀŞ Âþě ýĆÎŞŘď (3) ýĆÎŞŘď ďć ýďŘÁðýŚŻ

ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ≤^{2n}_4 + ⌊^{n−( 2n4 )}_3 ⌋ ⇒ ≤^{6n+4n−2n}_{12} ⇒ ≤^{2n}_3 .ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ĆČÌì ÃČœ ťóŚ§ SSþŘ ďć SSþŘÂŞŚĂŞ □ ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ öŚõě ÛČÜ¡Ů 3.4

ýŘÂŞ ùÀł ùćŚÔţĺŘ ýùćŘć öŚÞţąŚĺ Ćî ÝČĂîüõ ŋÂê ŚŻSSþŘ ďć ÕČìć ŰŚÊ£Èõ Ćî ťĺŘ^3DCEL ďŚţąŚĺ Œþ TIN ýďŘÀúÚœ ýŚ ûñŚ þ ôŚ Þ Ů Ç þŚ Þ Č Ţ ďŚ ţ ąŚ ĺ SS þŘ ďć .ť ĺŘ ùÀ õŊ ]5[ ďć öŊ .ťĺŘ ÂþÁŢöŚØõŘ üÎą öŚõě ďć ùĄŻø ýùÀĂĂî ćøÀ¡õ ÍÖê ğŘbď Âû ĆîSSþŘ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ ø ÝţþďĄÚóŘ ÇûŚî ýĆÜ§Âõ ďć ğŘbď Œþ éÁ§ ĆîSSþŘ ÃČœ ø ťĺŘ üĺď ÂŞ ø ÇþŚÞČŢ ÀĂõěŚČœ ďŚŞŒþ ëŚÔŮŘ ďŚŞŒþ ÍÖê ñŚþ ø ğŘbď Âû ýŘÂŞ DCEL ďŚţąŚĺ ýěŚĺěŚŞ ø ťśÆœ ÝţþďĄÚóŘ ÇûŚî ýĆÜ§Âõ ýŘÂŻŘ öŚõě Ûî ÅŢ ,ÀţêŘüõ űÜůõ Âû öĄİ SSČĂżÞû .ćďŘć TIN ğĄŐď ø ŚûñŚþ ćŘÀãŮ ŚŞ üÎą ĆČ§Śœ ě Âõ ďć ťĺŘ SSØÞõ (öŊ áĚőŘ ěŘ ôŘÀî Âû ěŘ)ďŚŞ Ćĺ ÂůîŘÀ§ Ćî üůÜůõ ŚþŊ ĆîSSþŘ üĺď ÂŞ ýŘÂŞ ùÀł éÂň öŚõě Ûî ,ćÂČÚŞ ďŘÂì ěŘ ťĺŘĆţêÂð ďŘÂì ĆČ§Śœ ě Âõ ďć ÀþÀŻ öŚśúÚœ Œþ ŠŚ£ţœŘ ÂŹŘ ÂŞ ěŘ .ťĺŘ üÎą ŚûűÜůõ ćŘÀãŮ ĆŞ ťśÆœ ťĺŘ Àþć ÛŞŚì ğŘbď öŊ ñĄõÂê ÕŞŚÎõ ÃČœ TIN Œþ ýŚûğŘbď ø ùĄŻø ,ŚûñŚþ ćŘÀãŮ üêÂÏ ĆÜ§Âõ SSþŘ ýŘÂŻŘ öŚõě ÅŢ .]5[ÀœďŘć üÎą ťśÆœ Ýû ŚŞ ÂÜþøŘ .ťĺŘ üÎą TIN ğĄŐď ćŘÀãŮ ĆŞ ťśÆœ ĆŞ öŚśúÚœ ÉČÊ£Ů ø üþŚĺŚĂł üĂãþ ÝţþďĄÚóŘ ôøć ýĆÜ§Âõ DCEL ďŚţąŚĺ ćĄŻø ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ ÃČœ "Š’ ø "ÓóŘ’ áĄœ ýŚûTIN ğĄŐď ćŘÀãŮ ĆŞ ťśÆœ üÎą öŚõě ďć ŔŘÃŻŘ ćŘÀãŮ öćĄŞ üÎą ø üĂãþ ÝţþďĄÚóŘ ÂąŊ ýĆÜ§Âõ SSČĂżÞû .ťĺŘ ÂþÁŢôŚźœŘ ŚûöŊ ďć 1 ýĆČÌì ÕŞŚÎõ ùÀœŚõüìŚŞ ýùćŚĺ ýŚûüãÜőÀĂİ üœŚśúÚœ .ćÂČðüõ ôŚźœŘ üÎą öŚõě öŚČŞ ÛŞŚì Âþě ĆČÌì ÝţþďĄÚóŘ SSþŘ ýŘÂŻŘ öŚõě ćďĄõ ďć SSþŘÂŞŚĂŞ :ťĺŘ

ĆŞ ťśÆœ üÎą öŚõě ďć ŘÂŻŘ ÛŞŚì ùÀł ĆŐŘďŘ ÝţþďĄÚóŘ . 5 ĆČÌì .ÀłŚŞüõ TIN ğĄŐď ćŘÀãŮ

ÝţþďĄÚóŘ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ÛČÜ¡Ů 5

ýŚûťÞÆì ñøŘ ĆÜ§Âõ öŚþŚŢ ěŘ ÅŢ Àł ĆţÔð Ćî ýďĄÏöŚÞû ŰŚśČîÂŮ ŰďĄňĆŞ ĆČóøŘ ýĆČ§Śœ ěŘ ùÀœŚõüìŚŞ ø ùÀÈœ üœŚśúÚœ Doubly-Connected Edge List^3 .ÀĂłŚŞ ğŘbď öŊ ďøŚźõ ýŚûűÜůõ ěŘ üØþ ÛìŘÀ§ ŚŞ íÂţÈõ ñŚþ ýŘďŘć Ćî ÀĂţÆû üþŚúœŊ ğŘbď Œþ ôøć ĆśŮÂõ ĆþŚÆÞû ýŚûűÜůõ^4

ÓóŘ b

C

F B . . . . ... ... ... ... ......... . . . . ... ... ... ... .......... ... ... ... ............... ... ... . ... ... ... . . . . . . ... ... .. a c d A .. . .. .. ....

....

.... .. D a b c e f E ......... ÓóŘ

ÝţþďĄÚóŘ ñøŘ ĆÜ§Âõ ěŘ ÅŢ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûTIN ÛČÜ¡Ů :5 ÛØł

i j

ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć i ğŘbď ťČãőø :6 ÛØł

:ťłĄœ Řď Âþě ÍŞŘø ď öŘĄŮüõ ÀłŚŞ üĺŘbď 6m + t ≤ 2n ⇒ m ≤^{2n−t}_6 (4) 0 ≤ t ≤ n − m (5) ýŚ ûť óŚ § ďć m ďŘÀ Ö õ ýĎŚ Ş À § ëĄ ê ýĆ Î ŞŘď øć ř Č îÂ Ů ěŘ :ćĄŞ ÀûŘĄą Âþě ŰďĄÊŞ t ďŘÀÖõ SSþÂţÈČŞ ø SSþÂţÞî t = 0 : m ≤^{2n}_6 =^n_3 (6) t = n − m : m ≤^{2n−(n−m)}_6 =^n_5 (7) ÀĂĂîüõ üœŚśúÚœ Řď ĆČ§Śœ Ûî öŚśúÚœ ⌊_n 3 ⌋ öŚÞû ñøŘ ćďĄõ ďć Ćî ěŘ ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ Ûî ćŘÀãŮ ýĎŚŞ À§ ôøć ťóŚ§ ďć ø :ÀþŊüõ ťĺÀŞ Âþě ýĆÎŞŘď

ŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ≤ m +^{n−m}_3

ćŘÀ ã Ů ýĎŚ Ş À § ,7 ýĆ Î ŞŘď ěŘ m ďŘÀ Ö õ SS ţ êÂ ð Â Ñ œ ďć Ś Ş Ć î ÍĺĄţõ ťóŚ§ øć Âû ďć Ćî Àł ÀûŘĄą^{7n}_{15} ùÀõŊ ťĺÀŞ ýŚûöŚśúÚœ SSþŘÂŞŚĂŞ .ÀłŚŞüõ ⌊_n 2 ⌋ ěŘ ÂţØİĄî ěŚČœ ćďĄõ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ ŒþćÃœ ø ÂţúŞ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć ÝţþďĄÚóŘ üþŘďŚî Ćî ćø ďüõ ďŚÑţœŘ .ÀłŚŞ ěŚČœ ćďĄõ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ SSČþŚŢ À§ ĆŞ ÀãŞ ýĆÜ§Âõ Œþ ŚŮ ÍÖê ďøŚźõ ÂČè ýŚûűÜůõ ÛČÜ¡Ů SSþŘ ďć ÂČè ýŚûűÜůõ ôŚÞŮ öŘĄţŞ ĆîüŮďĄň ďć ø ÀœŘùÀł ĆţêÂð ÂÑœ ďć .ÀČĺď ýÂţúŞ ÿþŚţœ ĆŞ öŘĄŮüõ ćŘć ďŘÂì üŞŚþě ďŘ ćďĄõ Řď ďøŚźõ ÝţþďĄÚóŘ áø Âł ěŘ Ûśì öŘĄŮüõ ÝţþďĄÚóŘ ÂţÈČŞ ćĄśúŞ ýŘÂŞ SSČĂżÞû Ćî üþŚûűÜůõ ťÆČó ğŘbď Âû ýŘěŘ ĆŞ ľěŘćÂŢ ÇČŢ öŘĄĂä ĆŞ ø ďć ø ćÂî ĆČúŮ ÀœĄłüõ ùćŘć ÇłĄŢ ÛõŚî ďĄÏ ĆŞ ğŘbď öŊ ÍĺĄŮ öŚśúÚœ öŘĄĂä ĆŞ ğŘbď Œþ ŠŚ£ţœŘ ôŚÚĂû ø ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŻŘ ôŚÚĂû ŚŮ ÀœĄł ýďŘÁðĆœŚÈœ öŊ ÍĺĄŮ ùÀł ùćŘć ÇłĄŢ ýŚûűÜůõ ôŚÞŮ ùÀÈœ üœŚśúÚœ ĆČ§Śœ ěŘ ÀœÂČðüõ ďŘÂì ĆČ§Śœ ě Âõ ďć Ćî üõŚÚĂû ğŘbď Œþ ťĺŘ SSØÞõ ,ğĄŐď áŚÔŮďŘ SSţêÂð ÂÑœ ďć ŚŞ üêÂÏ ěŘ SSþŘ ÛČÜ¡Ů ýŘÂŞ .Àûć ÇłĄŢ ÃČœ Řď ćĄą ďøŚźõ ÂČè ýŚûűÜůõ ďøŚ ź õ ýŚ ûű Ü ů õ ø i ğŘbď ýŘÂ Ş ü Ô Ü ţ £ õ ýŚ ûť óŚ § ť Č ã őø ùćĄŞ ôěĎ ĆóŚÖõ SSþŘ ŰŚśĺŚ¡õ ýŘÂŞ Ćî ĆżœŊ Ćî ćďŘć ćĄŻø öŊ űÜůõ øć ÛìŘÀ§ ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć ćĄł ŰŚśŹŘ Ćî ťĺŘ SSþŘ ťĺŘ ť óŚ § ďć Ć î ćďŘć ćĄ Żø i ôøć ýĆ ś ŮÂ õ ýĆ þŚ Æ Þ û ø ďøŚ ź õÂ Č è ĆóŚÆõ SSþŘ ø ÀĂČŞüõ Řď ŚúœŊ ěŘ üØþ i ,üóŚÞţ§Ř ŰďĄÊŞ ø ÍĺĄţõ öŚÈœ ôøć ĆśŮÂõ ĆþŚÆÞû ýŚûűÜůõ ÓÜţ£õ ŰĎŚ§ SSţêÂð ÂÑœ ďć ŚŞ ýĆśŮÂõ ďøŚźõ űÜůõ žČû i ťóŚ§ Œþ ďć ÍÖê :ťĺŘ ùÀł ùćŘć ôøć ĆśŮÂõ ĆþŚÆÞû űÜůõ 4 ÃČœ ťóŚ§ Œþ ďć ÛŞŚÖõ ďć ø ćďŘÀœ ôøć ýŘěŘĆŞ SSČĂżÞû .ÀœŘùÀł ùćŘć öŚÈœ 7 ÛØł ďć Ćî ťłŘć ÀûŘĄą ôøć ĆśŮÂõ ďøŚźõ űÜůõ Œþ ýŘďŘć ÍÖê i Ćî üŮĎŚ§ ěŘ ôŘÀîÂû ýĆśŮÂõ ďøŚźõ űÜůõ 3 ýŘďŘć i Ćî ćďŘć ćĄŻø ťóŚ§ Œþ ÀłŚŞ .ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ 7 ÛØł ďć ŚûöŊ ěŘ ĆœĄÞœ øć ø ťĺŘ ôøć

ďøŚźõ űÜůõ øć ÛìŘÀ§ ýŘďŘć i ğŘbď ÍĺĄţõ ťóŚ§ ďć ÅŢ ñŚÞţ§Ř Ćî ŋÂê SSþŘ ŚŞ ø üóŚÞţ§Ř ŰďĄÊŞ Ćî ÀłŚŞüõ ôøć ĆśŮÂõ üőŚþď ÀČõŘ ÀłŚŞ ÂŞŘÂŞ ôøć ĆśŮÂõ ďøŚźõ űÜůõ Œþ öÀþÀœ ø öÀþć Œþ ,i ğŘbď ÍĺĄŮ Àþć ÛŞŚì ôøć ĆśŮÂõ ďøŚźõ ýŚûűÜůõ ćŘÀãŮ ğŘbď ěŘ Ûśì ĆØĂþŘ řÆ§ÂŞ Àł ĆţÔð ĆîýďĄÏöŚÞû ø ćĄŞ ÀûŘĄą Û î ćŘÀ ã Ů ,Ć œ Ś þ À łŚ Ş ùÀ ł ŠŚ £ ţ œŘ öŚ ś ú Ú œ öŘĄ Ă ä Ć Ş j ğŘbď ,i ŋÂ ê Ś Ş ø ćĄ Ş À ûŘĄ ą 7 Ś þ 5 ,i Í ĺĄ Ů Ç łĄ Ţ Û ŞŚ ì ýŚ ûű Ü ů õ ýŚûűÜůõ ÍĺĄţõ ćŘÀãŮ ťóŚ§ øć SSþŘ ěø ÂŞ ñŚÞţ§Ř öćĄŞ ýøŚÆõ .ćĄŞ ÀûŘĄą 6 öŚśúÚœ Œþ ÍĺĄŮ ùÀł ùćŘć ÇłĄŢ

ćŘÀãŮ t ø ñøŘ ĆÜ§Âõ ďć ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýŚûöŚśúÚœ ćŘÀãŮ m ÂðŘ n ĆČ§Śœ Œþ ýŘÂŞ ÝţþďĄÚóŘ ôøć ĆÜ§Âõ ýŘÂŞ ùÀœŚõüìŚŞ ýŚûűÜůõ i i

i

i i

i

i ğŘbď ôøć ýĆśŮÂõ ďøŚźõ ýŚûűÜůõ ýŚûťČãőø ěŘ üąÂŞ :7 ÛØł

ěŘ Â ţ Þ î ùÀ ł ŠŚ £ ţ œŘ ýŚ ûöŚ ś ú Ú œ ćŘÀ ã Ů Í ĺĄ ţ õ ť óŚ § ďć ø ť ĺŘ SS þŘ Ý ţ þďĄ Ú óŘ SS þŘ ť ś ů õ ŰŚ Ø œ ěŘ ü Ø þ .ćĄ Ş À ûŘĄ ą ⌊_n 2 ⌋ ěŘ öŘĄ Ůü õ Ý ţ þďĄ Ú óŘ Ç ûŚ î ýĆ Ü §Â õ ďć ø ŘÂ ŻŘ ôŚ Ú Ă û ďć Ć î ďć ø ćÂî ùćŚÔţĺŘ üÜãê ýùÀõŊ ťĺÀŞ öŚśúÚœ ýĆäĄÞźõ Àþć üŞŚþě ďŘ ćďĄõ ÂőŚ§ ñŚ§ ďć Ćî Řď ü§ĄÎĺ ĆäĄÞźõ SSþŘ ĆîüŮďĄň ùÀł üœŚśúÚœ öŘĄĂä ĆŞ ÃČœ Řď đĄÎĺ öŊ ÀĂĂČŞüõ Řď ÀœÂČðüõ ďŘÂì ŠŚĂţŻŘ ŚûöŊ ĆŞ ýÂÚþć öŚśúÚœ ÉČÊ£Ů ěŘ ø ćÂî ýďŘÁðťõĚä ÛõŚł ÍÖê Ćî ğĄŐď üÜ¡õ Àþć ÂŞ ùøĚä řČŮÂŮ SSþŘĆŞ ø .ćÂî .ćĄłüõ ùćŚÔţĺŘ ÃČœ ğĄŐď ýÂĺŘÂĺ Àþć ěŘ ťĺŚûöŊ ďøŚźõ đĄÎĺ éÂň ÀĂõěŚČœ ľø ď SSþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ Ćî ťĺŘ É£Èõ .ÀœĄł éÁ§ ÇþŘÃêŘ űäŚŞ Ćî ťĺŘ ľěŘćÂŢÇČŢ ôŚźœŘ ýŘÂŞ ýÂţÈČŞ ýĆĂþÃû .ćĄłüõ O(n^3) ŚŮ ÝţþďĄÚóŘ üœŚõě ýĆśŮÂõ

ýÀĂŞâÞŻ 6

ÝÑĂõŚœ đĄÎĺ üœŚśúÚœ ýŘÂŞ ÀþÀŻ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ĆóŚÖõ SSþŘ ďć ýŘÂŞ O(n) üœŚõě ýĆśŮÂõ ďć Ćî ťĺŘ ùÀł ĆŐŘďŘ ùÀł ýÀĂŞűÜůõ ÀĂîüõ SSČČãŮ öŚśúÚœ ⌊_{2n} 3 ⌋ ÂůîŘÀ§ ğŘbď n ŚŞ TIN Œþ üœŚśúÚœ

âŻŘÂõ

[1] P. Bose, T. Shermer, G. Toussaint, B. Zhu, Guarding polyhedral terrains, Computational Geometry-Theory and Applications, 7:3:173-185, 1997.

[2] N. Robertson, D. P. Sanders, P. Saymour, R. Thomas, A new proof of the four-color theorm, Electronic Research Announcements of the American Mathematical Society, 2:1, 1996.

[3] P. Bose, D. Kirkpatrick, Z. Li, Efficient algorithms for guarding or illuminating the surface of a polyhedral terrain, Proc. of the Eight Canadian Conference on Computational Geometry, 1996.

[4] R. Cole, M. Sharir, Visibility Problems for Polyhedral Terrains, Journal of Symbolic Computation 7(1989) PP 11-10, 1981.

[5] M. de Berg, M. van Kreveld, M. Overmars, O. Schwarzkopf, Computational Geometry Algorithms and Applications, Springer pp. 45-60 ,1997.

[6] B. Chazelle, Triangulating a simple polygon in linear time, Descrete and Computational Geometry, 6, pp.

485-524, 1991.