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  يیاب های بهینه روش معرفي  – 1فصل 

 

  مقدمه

. است  همتغير حقيقي نگاشته شد n يا تابع بهينه با( بيشترين يا كمترين )ايي براي يافتن مقدار بهينه ه اين جزوه در باب روش

گسترة . يابي يعني تعيين بهترين حالت بدون تكرار و ارزيابي تمام حالات  ممكن سازي يا بهينه بهينهجرأت بتوان گفت كه  شايد به

هاي  وسيعي از مسائل طراحي، ساخت، عمليات و تحليل كميّ مبتلابه در علوم مهندسي، كاربردي و حتي محض با روش نسبتاً

 033در  (Euclid)سازي پرداخت، اقليدس مولاسيون يك مسئله بهينهشايد اوّلين دانشمندي كه به فر. شوند سازي درگير مي بهينه

 (Fermat) ، فرما 1657در سال . است يك نقطه تا خط بوده( مسافت) مسيرترين  مسئلة مرتبط او يافتن كوتاه. سال قبل ميلاد باشد

ترين  سازي بود كه نور مسير كوتاه ينهموفّق به يافتن قانون ضريب شكست نور شد، بطوريكه مسئلة و نكتة اصلي در اين مسئلة به

. باشد ها مي قانوني را بيان كرد كه اساس تعادلات فازي و ترموديناميك مخلوط( Gibbs)، گيبس1875در سال . كند را طي مي زمان

 يمپلكسز، الگوريتم 1940در سال . شيميايي، انرژي آزاد مينيمم استفيزيكوگويد براي يك سيستم در حال تعادل  اين قانون مي

(Simplex) نام  دانتزيگ به تبار توسط يك افسر وظيفه آلماني (Dantzig)  ابداع شد و در طول جنگ جهاني در مسائل لجستيكي و

توان به مسئله مينيمم  طور عندالمثال مي نيز به( يافتن تابع بهينه)سازي ديناميكي  در زمينه بهينه. دش هكار گرفت ترابري بهينه به

هاي برگشتي داراي  موشكها و  كشتيتا قبل از حل اين مسئله، دماغه . تيز توسط رائو اشاره كرد اجسام نوك (Shape Drag) دراگ

مقطع )جاي مخروط بايد شلجمي  طور تحليلي اثبات كرد كه شكل بهينه آن به به (Rao)تيز و مخروطي بودند ولي رائو ساختار نوك

 . باشد حامل سرنشين ناشي از اين امر مي( Apollo 11) 11و آپولو  (Apollo 10) 10لو اختلاف شكل آپو. باشد( سهموي

موازات نياز روزافزون صنعت در زمينه طراحي، ساخت و  المحاسب و به افزاري كامپيوترهاي سريع بعد از پيشرفت سخت

ر عي براي حل مسائل متكثّمختلف و متنوّهاي  برداري، مصرف و همچنين ارتباط تنگاتنگ صنعت و صرفه اقتصادي، روش بهره

 .اند كار گرفته شده ي ابداع و بهياب بهينه
 

 ي در مقابل بهسازی یاب بهینه
ضرورت كار، سطح پيچيدگي، امكان وجود  سازي، تشخيص كارگيري يك مسئله بهينه اي امر تعريف يا بهدم در ابتهيك نكته م

با چند مثال به ابعاد اين مفهوم ضروري و اساسي . باشد سازي مي بهينه هو صراحت مسئل (Suboptimal) هاي زيربهينه حل راه

 .شود پرداخته مي

هاي حرارتي  كن از مبدل هاي خنك جاي پره و بههاي امروزي، پنكه كمپرسور در بالاي دستگاه نصب شده  در يخچال

سازي، بدين معني كه نيازي به نوشتن  بهسازي است و نه بهينهاين يك تصميم . شود اي يا ورقي استفاده مي صفحه( رادياتورهاي)

حضور پريزهاي برق در  ،علت انتخاب نصب پنكه در بالاي يخچال! باشد افزاري نمي هاي نرم فرمولاسيون رياضي و استفاده از بسته

از طرفي توصيه به نصب محافظ . تاس بوده( ويژه براي كودكان خاطر رعايت مسائل ايمني به به)ارتفاعي بسيار بالاتر از قديم 

اي نيز  ت نصب رادياتورهاي صفحهعلّ. است الكتريكي در بالاي يخچال و مصرف طول كابل كمتر نيز منجر به اين توفيق اجباري شده

 .است تر و سهولت در حمل و نقل بوده بودن، حفظ ايمني و تميزكردن راحت شكيل

را درنظر بگيريد كه داراي هفت ( غيرواكنشي)يك ستون تقطير ساده . مهم استسطح پيچيدگي، مقياس و اندازه مسئله نيز  

پنج سيني  اگر كندانسور و ريبويلر را كنار بگذاريم، عملاً. سيني خوراك بهينه هستيم فقطدنبال  تعادلي باشد و به (effect) مرحله

عنوان سيني  ريبويلر نيز به يشود و سيني بالا براي رفلاكس خارجي نامزد مي سيني بالايي معمولاً. ماند براي انتخاب باقي مي

هركدام از  (enumeration) انتخاب سيني خوراك بهينه با امتحان كردن)!(. ماند فقط سه سيني قل رايج نيست، لذا مياخوراك لا
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هفت )سازي  به اين همه آفتابه و لگن بهينه يو نياز پذير بوده راحتي امكان سه سيني آلترناتيو توسط سيمولاتورهاي رايج صنعتي به

 !براي اين شام و نهار ناچيز نيست( !دست

 ،با فرض وجود پارامترهاي دقيق. عنوان مثال آخر، تعيين تعداد بهينه مراحل يك تبخيركننده صنعتي را درنظر بگيريد به

ليز حساسيت اعم از اهاي آن ليه مربوطه و تعقيب روالبودن يك مدل جامع و دقيق و همچنين مطالعات اوّ قطعي و  دردسترس

طور  سازي را با يك روش كارآ به س مسئله بهينهپرها و پارامترها، اگر بتوانيم يك تابع هدف مناسب و مقتضي يافته و سمتغيّ

را  «كوه موش زاييد»مصداق  عملاًايم  سازي آن را تحليل كنيم آنگاه توانسته هاي مقتضي فرابهينه آميز حل كرده و با روش تقيّموفّ

اين كار يعني تعيين . كند ندرت از پنج واحد تجاوز مي چراكه از نظر عملي، تعداد مراحل يك تبخيركننده به! باشيم زآفريني كردهاب

 .و مقايسه مقادير تابع هدف انجام دهيم (enumeration)توانستيم با چند اجراي سيمولاتور تعداد مراحل بهينه را مي

اعم از طراحي پايه و تفصيلي در مهندسي فرآيند، ( برپايه حالت يكنواخت)اين بدان معنيست كه تقريبا تمام روالهاي طراحي 

اند،  اند و قبلا امتحان خودرا پس داده طرح و تدوين شده ،ذاتاً داراي نوعي بهينگي هستند و در چارچوب قيود عملياتي و مواد سازنده

مهندسي،  –تعبير و تحليل فيزيكي به  ،و پرداختن به روش حل صرفا رياضي( فرآيند)زي سا ف مسئله بهينهلذا بايد قبل از تعري

 .طور خلاصه به قد و قواره مسئله توجه كافي داشت بودن و به تعامل واحدهاي عملياتي، چندهدفي ،رهاتعداد متغيّ

يك مسئله  ممكنست مسئله موردنظر، اصالتاً. باشد مسئله ميسازي در  هاي بهينه منظور از صراحت مسئله، نقش و جايگاه روش

كردن همزمان عملكرد و كنترل  هاي بهينه عملياتي يك فرآيند ناپيوسته، بهينه كردن ضايعات، سيكل سازي باشد نظير حداقل بهينه

سازي  بهينه مسائلي وجود دارند كه از ،ابلدر مق. سازي باشد نهييعني مورد مسئله ابتدائاً، اصالتاً و صراحتاً يك مسئله به. يك فرآيند

مسائلي چون حل دستگاه معادلات جبري غيرخطي، كنترل بهينه خطاي . كنند شكلي ابزارگونه، غيرمستقيم و ضمني استفاده مي به

ا حالات ي ، رگرسيون غيرخطي، تخمين پارامترهاRayleigh-Ritz هاي المان محدود برپايه كننده ، حلODE كننده دستگاه يك حل

زعمي كاربردهاي  ت ثانويه قرار دارند و بهسازي در مقام اهميّ هاي بهينه و نظاير آنها از جمله مواردي هستند كه خود روش ديناميكي

مدون و جاافتاده طرح  شكلي نسبتاً ع مسائل، شكل تابع هدف و قيود احتمالي بهواز اين ن. شوند سازي محسوب مي هاي بهينه روش

 .باشد وجود جواب مطلق ميو سازي شامل بار محاسباتي كمتر، تضمين همگرايي  محور اصلي بحث يا انتخاب روش بهينهاند و  شده

 

 (تعاریف و قضایا) ریاضي پشتیبان
در . اند سازي رشد و پيشرفت داشته وكاربردهاي بهينه طراحيطور موازي با  سازي به مسائل بهينه تحليليرياضي پشتيبان و ‌

 سازي بهينه»شوند، موسوم به   بعدي يافته مي  nصورت يك نقطه  سازي به بندي كلّي، مسائلي كه جواب بهينه يك تقسيم
طرف، مسائلي كه  كه از آن در حالي. شوند بوده و رياضي آنها از طرف آناليز كلاسيك پشتيباني مي( ، يا پايايا جبري) «استاتيكي

قضاياي . باشند مي( يا پويا) «ديناميكي سازي بهينه»ر مستقل باشد، موسوم به جواب بهينه، خود يك متغيّر تابع از يك يا چند متغيّ

  .شوند پشتيباني مي( Variational Calculus) كنندة اين مسايل از طرف آناليز مدرن، يعني حساب تغييرات ي تحليلي و پشتيبان

هاي  و ديگر روش «تعريف»هاي مبتني بر    يكي روش. جويند به دو نحو از دانش و علوم رياضي بهره مي مسائل مهندسي نوعاً

با سعي و خطا  و حجم محاسباتي بالا همراه بوده و بسيار سرراست و قابل  اي مبتني بر تعريف، عموماًه روش. «قضيه»مبتني بر 

در . ستا  هاي حلّ تا ظهور كامپيوترهاي ديجيتال و پرسرعت به كندي پيشرفت كرده به همين خاطر توسعة اين روش. فهم هستند

هاي مبتني بر قضيه، سعي بر  در روش. هاي مستقيم معروفند هاي مبتني بر تعريف به روش ي، روشياب اصطلاح و ترمينولوژي بهينه

مدوّن و  كاملاً يدر حيطة دانش بشري به شكل شود كه بحث تحليلي آن قبلاً  تحويلاي  سازي به مسئله اين است كه مسئلة بهينه

صورت يك قضية  سازي استاتيكي، شرط لازم مينيمم يا ماگزيمم بودن يك تابع به طور مثال در بهينه به. است جاافتاده مطرح شده

اي مشتقاّت ه تر ريشه به بياني دقيق. كند مرتبة اوّل متغيّر تابع استفاده مي( مشتقات)شود كه از خاصيت مشتق  رياضي طرح مي

است براي يافتن ماگزيمم يا مينيمم يك متغيّر تابع كافيست يك  طور كه معلوم انهم. باشد سازي مي مرتبة اوّل همان جواب بهينه
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به حلّ يك مسئلة  ، تقليل يافت يا تبديل شدسازي تحويل شد دستگاه معادلة جبري را حلّ كنيم، يعني حلّ يك مسئله بهينه

 ،هاي غيرمستقيم، تحليلي كنند موسوم به روش يصورت تحويلي كار م هسازي كه ب هاي بهينه روش. مأنوس و مسبوق به سابقة رياضي

هاي مبتني بر  لازم به ذكرست كه در روش .باشند مي( Mathematical Programming)ريزي رياضي  ي برنامهطور كلّ و بهرياضي 

 .المذكور اشتباه شود بندي فوق ها به دو حالت مستقيم و غيرمستقيم مرسومست و نبايد با تقسيم بندي روش تعريف نيز يك تقسيم

‌

 ترمینولوژی و مبادی تصورادبیات، 
اندركاران مسائل مرتبط با آن زمينه  باشد تا دست هرشاخة علمي يا كار تخصصي محتاج يك لسان و قاموس خاصي مي

ومات و مجهولات آن معلبديهيات، راحتي و باسهولت بتوانند با همديگر ارتباط برقرار كرده و سر از معماري، مقدماّت، مسلّمات،  به

معادل و مترادف مصطلح  45( snow)“ برف“كنند، براي كلمه  طور مثال، اسكيموها كه با برف و در يخ زندگي مي به. رشته درآورند

لفه زير مؤ 03مبادي تصوّر و  اصطلاحات موضوعه حول حداقل . سازي نيز از اين امر مستثني نيستند هاي بهينه مسائل و روش! دارند

 :زنند ميدور 

 

يابي، يك هدف يا آبجكتيو موضوعه به بياني كمّي  فلز هر مسئله بهينه جوهر و – (Objective Function) تابع هدف . 1

تواند سود حاصل از فروش، زمان  اين آبجكتيو مي. كش كاربرد و كارآيي سيستم تحت مطالعه باشد باشد كه بايد نمايانگر و خط مي

. شود( اسكالر)يا هر تركيب از مقادير عددي و مهندسي باشد كه منجر به يك عدد )!( پتانسيل، انتروپي  عمليات انجام كار، انرژي

آن  (حداكثر/ حداقل ) باشد كه دنبال مقدار بهينة ميتركيب يا عبارت و يا تابعي تابع هدف، ( متغير)بيان خلاصه، منظور از  به

در . صورت ديناميكي خواهد بود سازي استاتيكي و اگر شامل انتگرال باشد، به صورت جبري باشد، بهينه هاگر تابع هدف ب. هستيم

عبارات مدل . گيرد اقتضاي زمينة كاري، تابع هدف اسامي گوناگوني به خود مي هاي مختلف علوم مهندسي، به رشته

در مهندسي صنايع و  "عانو (Cost Function) و تابع هزينه (Profit Function) ، تابع سود( Economic Model)اقتصادي

در  (Performance Index) كه شاخص عملكرد جاي تابع هدف مصطلح هستند، در حالي به( اقتصاد مهندسي)هاي اقتصادي  ارزيابي

 ريزي پويا و برنامه (Scheduling) بندي عمليات در زمان (Return Function) ها، تابع برگشت سيستممهندسي مهندسي كنترل و 

(Dynamic Programming)و سطح پاسخ ، (Response Surface) در يك مواجهة عمومي . روند كار مي در علوم رياضي و توپولوژي به

 .باشند متداول مي( Benefit Function)و تابع انتفاع  (Effectiveness) ربودن، ميزان مؤثّ(Criterion)نيز اصطلاحات معيار

 (Linear)سازي استاتيكي اگر فرم تابع هدف خطي طور مثال براي بهينه به. ر استمؤثّ ساختار تابع هدف در انتخاب روش حلّ 

 .كنيم ها استفاده مي باشد از دسته ديگر روش (Quadratic)ها و اگر مجذوري باشد از يك فاميلي روش

يابي، يك  مسئله بهينهباشد، مدّنظر چند تابع هدف ( سازي اكسترمم)زمان  هم يابي، حلّ بهينههدف يا اگر در صورت مسئله 

خواهد بود   -(Vector Optimization)يابي برداري  موسوم به مسائل بهينه –(Multi-objective Optimization) مسئله چندهدفي

 .باشد هدفي مي تر از مسائل تك و بررسي آن پيچيده حلّ كه قطعاً

 

اين متغيرهاي . باشد يك يا چند متغير مستقل مي ر تابعي ازتابع هدف عملا متغيّ  -مجهولات یا متغيرهای مستقل  -2

اگر اين متغيرهاي مستقل، . هستند (Decision Variables) گيري طور تاريخي موسوم به متغيرهاي تصميم مستقل يا مجهولات به

تابع  يعني توابعِ (Functionals) ها خود نيز تابعي از متغيرهاي مستقل ديگر باشد، آنگاه از نظر رياضي مواجه با تئوري فانكشنال

 .شوند سازي ديناميكي طرح مي اين نوع متغيرها در بهينه .هستيم
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سازي عملي و واقعي حداقل محدود به يك قيد يا  هر مسئلة بهينه معمولاً – های مسئله مسئلة  قيود و محدودیت - 3

موسوم به قيود ( يا ديفرانسيلي)معادلات جبري صورت  صورت تحليلي باشند، به اين نوع قيود اگر به. باشد دستة قيود مي

منظور از  .هستند (Inequality Constraints) صورت نامعادلات جبري موسوم به قيود نامساوي يا به (Equality Constraints)تساوي

قيود شود در حالي كه  ي تساوي ظاهر مي ه صورت يك رابطهبي آنها  هستند كه رابطه يا ديفرانسيليو معادلات جبري قيود مساوي 

محدوديتهاي  مختلفي همچون يلدر فرايندهاي مهندسي به دلا قيود نامساوي .باشند مي نامعادلات جبريبه صورت  نامساوي

ها از  استاندارد انتشار آلايندهتوان به  براي نمونه مي .شوند و يا مواد اوليه در دسترس بسيار ظاهر مي ايمنيملاحظات  ،عملياتي

د و تر از مسائل نامقيّ مسائل با قيود مساوي سخت حلّ .اشاره نمود ي مجاز براي عملكرد مطلوب كاتاليست و يا دماي بيشينه صنايع

 .باشد فقط تساوي مي د به قيودتر از مسائل مقيّ حلّ مسائل با قيود نامساوي سخت

صورت قيود نامساوي بيان كرد ولي چون مسئله  توان آنها را به باشند، اگرچه مي (Uncertainty) قطعيت اگر قيود داراي عدم

نام  يابي است، رويكرد آلترناتيوي وجود دارد به تر از ساير مسائل بهينه ي ندارد و پيچيدههمراه با قيد نامساوي عملا حل تحليلي جدّ

از  (Fuzzy Optimization) يابي فازي و بهينه( Heuristics Programming) هاي حل تجربي كه روش يابي غيرقطعي مسائل بهينه

 .باشد و مواجهه با آنها مي هاي حلّ جمله روش

 

 مسئلةممكنست صورت عدد صحيح باشند،  رهاي مستقل مسئله يا همة آنها بهاگر برخي از متغيّ –جنس متغيرها  - 4

 (Complexity Function) از نظر پيچيدگي و زمان حل (exponential) و نمايي (Combinatorial) سازي يك حالت تركيبي بهينه

 Mixed) مسائل آميخته  .باشد حلّ اين نوع مسائل بسيار سخت مي( بالا هب 03 معمولاً)رها بودن ابعاد متغيّ در صورت بزرگ. پيدا كند

Integer Programming )ي غيرصحيح و برخي ديگر عدد صحيح هستند در مسائل طراحي فرآيند و طور سنتّ رها بهه برخي متغيّك

پذيري فرآيند از عناوين و  نيز در مسائل كنترل (Mixed Integer Dynamic Optimization - MIDO) مسائل آميخته ديناميكي

 .باشند تحقيقاتي و مفهومي عصر حاضر مي مطالب مهمّ

 

كاره براي مسائل مختلف  ي و همهكلّ حلّ ه داشت، عدم وجود يك راهي كه بايد به آن توجّنكته مهمّ – حلّروش  - 5

كنيم، بايد براي هر  زيا تناول آن متناسب با آن خوراك استفاده ميوپ همان دليلي كه براي هر غذا از ابزار پخت به. سازيست بهينه

در ادامه، ليست كوچكي از  .كار بگيريم قيود و جنس متغيرها روش مناسب را به سازي نيز متناسب با تابع هدف، مسئله بهينه

، «ريزي هندسي برنامه»، «ريزي خطي برنامه»: منظور آشنايي اوّليه آورده شده است هاي مختلف حلّ مسائل بهگزيني به روش

 ...، «ريزي عدد صحيح برنامه»، «ريزي پويا برنامه»، «ريزي مجذوري برنامه»

 

سازي، يك امر  انتخاب ابزار رياضي مناسب و پشتيبان براي حل مسائل بهينه – (تابع تابعِ) و فانكشنال (تابع)فانكشن – 6

بيان رياضي، در جستجوي نقطه  دنبال يافتن شرايط بهينه عملياتي، سايز مناسب دستگاه و به اينكه به. باشد راهبردي و اساسي مي

 . باشد مباحث رياضي درگير ميراهبردي نده كن تعيينعملاً بهينه، ( تابع)بهينه هستيم يا ساختار 

كنيم  ره باشد، آنگاه از قضاياي آناليز كلاسيك استفاده ميصورت تحليلي يك تابع هدف چندمتغيّ كه مسئله مطرح به درصورتي

توابع )ها  فانكشنال( مدرن)رهاي ديگري باشند آنگاه از قضاياي آناليز رهايي باشد كه خود نيز تابع متغيّتابع متغيّ ،ولي اگر تابع هدف

كه  –مدّ نظر باشد ( مبتني بر تعريف)صورت مستقيم  اگر حلّ مسئله به .كنيم يا همان حساب جامع تغييرات استفاده مي( تابع

يابي ديناميكي به يك  گاه ممكنست كه حتيّ مسئله بهينه آن –معمولاً براي مسائل سايز بزرگ و و داراي قيود نامساوي مصداق دارد 

تر و  تر، قوي يابي جبري جاافتاده حلّ مستقيمِ مسائلِ بهينه( هاي ماشين)هاي  يابي استاتيكي تحويل شود، چرا كه روش له بهينهمسئ
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هاي مبتني بر  هرحال بايد اين نكته را اضافه كرد كه براي مسائل امروزي و واقعي عملاً با تركيبي از روش به. تر هستند قابل فهم

 .باشد ها و انتزاع حل مي اين نوع امتزاج روش يگوياوثيق و ريزي مجذوري يك شاهد  برنامه. كنيم تعريف كار ميبتني بر مقضيه و 

‌

حلّ هر مسئلة  –(Pre-Optimization) سازی بهينه یا پيش (Formulation) فرمولاسيون، (Modeling) سازی مدل - 7

طور سيستماتيك و كليّ شامل سه مرحلة مقدماتي يا فرمولاسيون،  به (مستقيم)بالا و صريح  ط بهي، با اندازه متوسّجدّ سازي بهينه

در اوّلين گام، بايد مسئلة واقعي و تحت قيود عملي را پردازش و تحليل كرده . باشد ليل جواب ميحت اًو نهايت سازي حلّ مسئلة بهينه

ي اينكه فرم تابع هدف و قيود خطّ. كرديا مدل فرموله ( مناسب براي ابزار رياضي مهندسي)صورت كميّ، بسته و فرم تحليلي  و به

باشد، بسيار مؤثر و  ي و جواب مسئله يك نقطة بهينه است يا يك تابع بهينه، در مرحلة بعدي كه حلّ مسئله مياست يا غيرخطّ

 .راهگشاست

 

در مواجهه با مسائل واقعي و تعريف پارامتريك توابع هدف  – (Post-Optimization) سازی تحليل جواب یا فرابهينه - 8

رها ثير مقادير متغيّأاسيت جواب و ميزان توال درباره حسّئقطعيت مقادير روبرو هستيم، لذا س سازي، هميشه با عدم يك مسئله بهينه

 طور مگر؟ ، چه( به لسان رياضي)  (Sensitivity Analysis) اصطلاحات آناليز حساسيت. و كاربرديست بر جواب بهينه، متين، مهمّ

(What-If  Analysis) (به لسان مهندسي صنايع)ًلازم به  .باشد سازي و مطالعات بعدي مي اي فرابهينهه تاليّناشي از فعّ ، عملا

يابي  بهينه العات پيشتها و مطاليّق به فعّباشد عملاً متعلّ «گيري متغيرهاي تصميم»ذكرست اگر آناليز حساسيت روي نوع و تعداد 

يا قيود مسئله /تابع هدف و« پارامترهاي»گيري يا مقادير  آناليز حسّاسيّت روي دامنه و تغييرات متغيّرهاي تصميمباشد ولي اگر  مي

 . يابي خواهند بود باشد، آن گاه دخيل در مطالعات پسابهينه

 

بنا . باشد ع جواب مير و تنوّارزيابي اكسترمم، مسئله تكرّويژه در بخش  و به يك بحث مهمّ –اكسترمم محلي و عمومي  - 9

ممكن است در يك همسايگي معلوم از نقطه بهينه مشمول تعريف ماگزيمم يا مينيمم ( مينيمم يا ماگزيمم )به تعريف، اكسترمم 

اگر در . مم محلي روبرو هستيمكه همين تعريف در نواحي ديگري از تابع هدف نيز صادق باشد، در اين حالت با اكستر در حالي. شود

يا جامع صادق باشد آنگاه با يك اكسترمم مطلق  اي يافت شود كه تعريف اكسترمم مطلقاً هاي محلي نقطه ممميان مجموعه اكستر

 .باشند هاي محلي مي دربرگيرنده اكسترمم نوعاً( از لازم و كافي اعمّ)يابي كلاسيك  قضاياي بهينه .روبرو هستيم

ها  ها و اطمينان از صحت و كارآيي روش ايده براي محكّ – (Benchmarks)كارگاه حل، (Test functions)نمونهتوابع  - 11

هركدام از توابع . شود و همچنين انتقال مفهوم ايده پايه و اساسي هر الگوريتم، از يك سري توابع هدف استاندارد و نمونه استفاده مي

ت شود در بخش تحليل كارآيي و عملكرد الگوريتم از اين دقّ .باشند شده مي شناخته و كاملاًطور مفصل تحليل شده  به مزبور، قبلاً

 كه براي محكّ شوند، در حالي يه خيلي بد هستند با يك نگرش رياضي عددي ديده ميپيچيده يا داراي نقطه اولّ توابع هدف كه نوعاً

يافته نظير چرخش پروتئين، برپايي چادر سيرك،  و سازمان (Case studies)آنها در مسائل عملي از كاربردهاي مطالعاتي نمونه

-Tennessee، فرآيند Amocoگرد، فرآيند  مسئله فروشنده دورهسازي خشت يا كوزه گلي،  تنفسّ و خنكمسئله مينيمم دراگ، 

Eastmanشوند و لذا در ادامه به همان  ها و مسائل بحث مي اين توابع در فصول مقتضي و طي مثال. شود ، و امثالهم استفاده مي

 .شود موارد اول، يعني توابع نمونه پرداخته مي

 :شوند نوشته مي (Least-Squares) عات خطاحداقل مربّمجذوري و فرم  به اًبتوابع نمونه استاندارد غال
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 (recall)يابي توسط شاخص تعداد فراخواني بهينهتمركز داشته و راندمان هر الگوريتم ( و نه قيود)توابع مذكور روي تابع هدف 

 .باشد يابي نامقيد مي در زمينه بهينه گيري از اين توابع غالباً لذا بهره. شود، يعني هرچه كمتر، بهتر تابع هدف ارزيابي مي
 

توسط هوارد  0693اولين بار در سال  تابع روزنبرك :(Rosenbrock's parabolic valley)سهموی روزنبروکه یا درّچاله  -

ي مطلق اين تابع بر روي  ي كمينه نقطه .[1] يابي معرفي شد ك به منظور آزمايش و تحليل كارآيي الگوريتمهاي بهينهوروزنبر

رفتار تابع بر . شود ي سهموي روزنبرك معرفي مي شته و از اين رو اين تابع به نام درهمسطح قرار داي سهمي شكل  يك دره

ي روزنبرك و  تابع هدف نمونه( 0)شكل . نمايد دشوار ميي بهينه را  ايست كه همگرايي به سمت نقطه روي اين دره به گونه

 .دهد هاي تراز آن را نشان مي منحني
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 .است ، رفتار تابع نشان داده شده(0)در شكل 

 

 

 (.چپ)و منحنيهاي تراز ( راست)تابع هدف روزنبروك، رويه . 0شكل 

 

 :به فرم مجذورینمونه یک تابع هدف  -
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 .است ، رفتار تابع نشان داده شده(0)در شكل 
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 (.چپ)منحنيهاي تراز و ( راست)تابع هدف مجذوري نمونه، رويه . 0شكل 

 

 (Powell's quadratic function) تابع هدف مجذوری پاول -
[2]: 
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 : [3] (Fletcher and Powell's helical valley – چاله مارپيچ) تابع هدف فلچر و پاول  -
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 :[2] یک تابع هدف غيرخطي نمونه -

(9) 
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يكي ديگر از توابع هدف استاندارد و نمونه، تابع هدف  :[4] (Freudenstein and Roth Function) تابع هدف فرونشتاین و رات -

هاي تراز به  منحني. دهد ي اين تابع هدف و منحنيهاي تراز آن را نشان مي رويه( 0)شكل . باشد مي( 7ي  رابطه)فرودنشتاين و رات 

 . دهد نشان ميي اين تابع  ي بهينه هنقط خوبي رفتار تابع را حول
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 .است ، رفتار تابع نشان داده شده(0)در شكل 

 
 

 (.چپ)و منحنيهاي تراز ( راست)، رويه فرونشتاين و راتتابع هدف . 0شكل 

 

، يكي ديگر از توابع (8ي  رابطه)تابع هدف بدمقياس پاول  :[5] (Powell's badly scaled function) تابع هدف بدمقياس پاول -

ي  رويه( 4)شكل . رود به كار مييابي پيشنهاد  حليل كارايي الگوريتمهاي بهينهتباشد كه جهت آزمايش و  هدف استاندارد و نمونه مي

ي اين تابع نشان  ي بهينه بع را حول نقطههاي تراز به خوبي رفتار تا منحني. دهد هاي تراز آن را نشان مي اين تابع هدف و منحني

در مقدار متغيرهاي ورودي  يكوچك تغييراتايست كه  شود، رفتار اين تابع به گونه مشاهده مي( 4)همان گونه كه در شكل . دهد مي

 . شود ميباعث تغييرات شديدي در مقدار تابع 

 

0
5

10
15

0
1

2
3

4
5
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

x
1x

2

f(
x 1

,x
2
)

500

500

500 500 500

500
500 500

1000

1000

1000

1000 1000 1000

1000

1000

1000

1500 1500 1500

1500

1500

1500

2000 2000 2000

2
0
0
0

2500 2500 2500
3000 3000 30003500 35004000

x
1

x
2

0 5 10 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5



‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌(41/44/4312:‌روزرساني‌به)‌‌‌‌‌‌‌‌‌و‌نفت‌سازي‌در‌مهندسي‌شيمي‌اي‌بهينهه‌شرو

 

 

9 

(8) 

0.0,1354.1
106.9

10098.1
,

0.1

0.0

]0001.1)exp()[exp()110000(),(

.

5
.

2

21

2

2121








 















optopt
ffxx

xxxxxxf

 

. 

 
 

 (.چپ)و منحنيهاي تراز ( راست)، رويه بدمقياس پاولتابع هدف . 4شكل 

 

نيز همچون تابع ( 6ي  رابطه)براون تابع هدف بدمقياس  :[6] (Brown's badly scaled function) تابع هدف بدمقياس براون  -

. باشد مييابي  هاي بهينه حليل كارايي الگوريتمت، يكي ديگر از توابع هدف استاندارد و نمونه جهت آزمايش و هدف بدمقياس پاول

ي  ي بهينه منحنيهاي تراز به خوبي رفتار تابع را حول نقطه. دهد ي اين تابع هدف و منحنيهاي تراز آن را نشان مي رويه( 5)شكل 

و  ي اين تابع كارانه به خوبي رفتار فريب دار مقياس دو متغير در آن، معنيي بهينه و تفاوت  مختصات نقطه. دهد اين تابع نشان مي

  .دهد نشان مي ي بهينه يابي را در اطراف نقطه هاي بهينه گرايي الگوريتمامكان انحراف و عدم هم
 

(6) 

0.0,10
102

10
,

0.1

0.1

)2()102()10(),(

.12

6

6
.

2

21

26

2

26

121




























optopt
ffxx

xxxxxxf

 

  
 (.چپ)و منحنيهاي تراز ( راست)، رويه بدمقياس براونتابع هدف . 5شكل 
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 :[6] (Beale's function) تابع هدف پيشنهادی بييله -
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 .است ، رفتار تابع نشان داده شده(9)در شكل 

 
 

 (.چپ)و منحنيهاي تراز ( راست)، رويه بييلهتابع هدف . 9شكل 

 

 :[7] ( Wood's function) تابع هدف وود  -
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هاي  الگوريتمترين توابع هدف نمونه جهت آزمايش كارايي  يكي از جالب :[8] (Rastrigin's function)جينتابع هدف رستری -

هاي تراز آن را نشان  ي اين تابع هدف و منحني رويه( 7)شكل . باشد مي( 00ي  رابطه) يابي، تابع هدف رستريجين بهينه

داراي تعداد زيادي  ي مطلق، ي كمينه در عين وجود نقطه شود، تابع رستريجين در شكل مشاهده مي همان گونه كه. دهد مي

توان  يابي بسيار كاربردي بوده و مي هاي بهينه براي آزمايش الگوريتمچنين رفتاري . ي استي محلّ كمينهنقاط بيشينه و 

 .ي محلي بررسي نمود  ي نقاط بهينه احتمال به دام افتادن فرايندهاي جستجو را در تله
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