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 ريزي هندسي برنامه – 3فصل 

 
سازي براي مسايل  كارمند شركت وستينگهاوس يك روش جديد بهينه Zenerآقاي  1961در سال  – تاريخچه

مورد توجه پروفسور  سال بعد، موضوعدو . صورت مقالات علمي منتشر نمود سازي ترانسفورمرها ابداع نمود و به بهينه

Wilde (از دانشگاه استانفورد )هندسي كوشي -اساس كار روي استفاده از قضية جبري. قرار گرفت (Cauchy’s 

Inequality) گويد كه متوسط جبري چند جمله يا عبارت رياضي هميشه بزرگتر يا مساوي  اين قضيه مي. قرار داشت

موفق شده بود كه يك تابع هدف غيرخطي خاص را  Zenerا استفاده از اين قضيه، دكتر ب. باشد متوسط هندسي آنها مي

دو  تقريباً. به آن تعلق گرفت "هندسي"دليل استفاده از اين قضيه نام  به. تبديل به حلّ يك دستگاه جبري خطي نمايد

بوده است و  Wildeو دكتر  Zener يكي كار دكتر. مستقل براي توسعة اين روش صورت گرفته است تلاش موازي و نسبتاً

هر دو تيم موفق شدند كاربردهاي زيادي براي اين روش پيدا   . Carnegie Mellonديگري يك تيم آكادميك در دانشگاه 

 .[1,2]مقالات و كتب خوبي در اين زمينه منتشر كنند  كرده، روش را تعميم داده و نهايتاً

‌

كامل و از روي نسخة اساسي و اصلي آن  طور نسبتاً ريزي هندسي به شود روش برنامه در اين مختصر سعي مي

توضيح داده شود ولي براي حفظ يكپارچگي و يكنواختي برخي قضايا و مسائل آن در قالب شرايط لازم و كافي ذكر شده 

 .اند اين در حاليست كه كار اوّليه از آن قضايا استفاده نكرده. شود در فصول قبلي گفته مي

‌

‌

 (Posynomial)اي مثبت سازي بسجمله بهينه
تك ترمها مثبت  هايي كه تك اي چندجمله –اي مثبت  سازي توابع هدفي كه بسجمله براي شروع، به مباحث بهينه

 :صورت زير نوشت توان به اي مثبت را مي يك چندجمله زبان رياضي و به در حالت كليّ. پردازيم ميباشند 
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 ، توانpna، و مثبت (گيري متغيرهاي تصميم)متغيرهاي مستقل  nxاي،  ها، ضرايب مثبت بسجملهpcطوريكه  به

 .اشندب در تابع هدف مي جملاتتعداد  P و تعداد متغيرهاي مستقل، N، صورت عدد حقيقي به

 -هاي فرآيندي سازي هزينه دستگاه ويژه در بهينه به -اي از مسائل بهگزيني زبان مهندسي، خانواده در حالت كلي و به

 :نوشت( شده داده و در حالت كلي جمع جبري وزن)صورت جمع چندجمله  توان به را مي
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 :شود صورت حاصلضرب تواني متغيرهاي مستقل بيان مي به 
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شود، تأكيد روي مرتبه عددي و  مي( 2و  1روابط )سائلي كه فرمولاسيون آنها منجر به شكل كليّ بالا م – نكته

 !افهم و اغتنماندازه جملات نسبت به يكديگر است تا مقادير متغيرهاي مستقل، ف
 :اي مثبت زير را در نظر بگيريد تابع بسجمله -1 مثال
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 :ها به شكل زير هستند مي باشد وضرايب و توان2Nو3Pدر اين مثال 
5
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براي اين كلاس خاص از توابع . جاكردن صورت مسئله برقرار است همان بحث هوشمندي و جابه مجدداً - نكته

تر شده  تر، مطمئن شود كه حل آن ساده اي است با يك شگرد مسئلة بهينه سازي تبديل به يك مسئله هدف، سعي شده

 .نمود تر ارائه يا شرايط لازم و كافي را بتوان كاربردي

 

معادل صفر ( نسبت به متغيرهاي مستقل)بايد مشتقاّت مرتبة اوّل  ( :پيدا كردن اكسترمم)شرط لازم  –گام اول 

 .شوند قرار داده
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 (:مقايسه شود( 1)با فرم تابع هدف، رابطه )آيد  دست تري به كنيم تا شكل بسته ضرب مي ixدو طرف را در
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)باشد كه حلّ آن منجر به يافتن نقاط اكسترمم  مي( اي از نوع بسجمله)، يك دستگاه جبري غيرخطي (4)دستگاه 


x )شود مي. 

 

داراي ( 4)نكتة هوشمندانة روش در اينجاست، چون دستگاه جبري غيرخطي  :بازآرايي دستگاه  –گام دوم 

همة زبان جبري يا  به)ها  تضمين همگرايي نيست، يعني معلوم نيست بتوان همة ريشه
x دست  را به( بهينههاي محتمل

 .اتخاذ شده استآورد، شگرد زير توسط مبدعان روش 

( مقدار تابع هدف)  yرا تقسيم بر( اي مثبت صورت بسجمله به)، يعني تعريف تابع هدف (1)ابتدا دو طرف رابطه 

 :كنيد
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حلّ محاسبة گوييم حلّ بهينه، شامل  گيري در نظرگرفته و مي تصميم 1هاي عبارت داخل كروشه را بصورت وزن

شود، يعني اگر بجاي هاي بهينه مي وزن
x ،

pw   (يا
w  )را بيابيم، انگار

x ايم را محاسبه كرده: 
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 :شود به شكل زير مي(  5رابطه ) و تعريف تابع هدف 
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 Weights 
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اشد و ب مي Pكه تعداد متغيرهاي جديد معادل  باشد، در حالي مي Nگيري  كه تعداد متغيرهاي تصميم دقّت شود

 .مساوي نيستند "الزاما

 

را با ( 4)گيريم، بلكه همان شرط يا دستگاه را مشتق نمي( 6)تابع هدف رابطه :بازنويسي شرط لازم  –گام سوم 

 :شود منجر به رابطة زير مي "كنيم كه نهايتا بازتركيب مي wتعريف 
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معادله  1Nنياز به ( مجهول  1Nمجموعا)عدي و مقدار تابع هدف بNُبدين ترتيب براي محاسبة اكسترمم 

 :داريم
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 (آمده از تعريف تابع هدف دست به)
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 ( 3ط تعامدايشر) 

 (آمده از قضيه اكستريما دست به)

معادله جبري است كه در اينجا و به بركت ( تعداد متغيرهاي مستقل) Nطور خلاصه، شرط لازم همان  پس به

خاطر  وجه تسميه شرط تعامد نيز به. اند به شكل خطي ظاهر شده( pw)تعريف هوشمندانه متغيرهاي مستقل جديد 

در قاموس جبر خطي  naو wاركننده شرط تعامد دو برد چهره معروف تركيب خطي است كه برابري با صفر آن تداعي

  .باشد مي( برخاسته از تعريف تابع هدف)شدن يك معادله يعني شرط نرمال  هزينه اين كار نيز اضافه. باشد مي

را بصورت yطور مثال،  بدست آورد، به wرا برحسب yتوان مقدار با كمي بازآرايي و بازتركيب روابط مي – نكته

 :زير بنويسيد
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 :استفاده كنيم pwاگر از تعريف 
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 :تر كرد توان ساده عبارت ضرب دوبله را مي
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 .تابع هدف اخير را برحسب روش هندسي بهينه كنيد -2مثال
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 :نويسيم شرايط نرمال و تعامد را مي: حلّ

                                                 
2
 Normality Condition 

3
 Orthogonality Condition 
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  1321  www  ( شرط نرمال) 
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 (شرايط تعامد ) 

  :پس از حل دستگاه خواهيم داشت
31,31,31 321  www 

 (wبا استفاده از  yمحاسبه )با جاگذاري در تابع هدف 
 

 
6103y 

 :محاسبة نقاط اكسترمم

   10003/1103/1000 1
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ريزي هندسي با بقيه مسائل بهگزيني در اينست كه ابتدا مقدار بهينه تابع هدف را  زه مسائل برنامهوجه مميّ: نكته

شايد مسئله اصلي و اوولي، محاسبه فقط همان مقدار تابع هدف ! ، سپس مقادير بهينه متغيرهاي مستقلدآورن دست مي به

 ! باشد، يعني يك توفيق اجباري

معادله سوم در مثال اخير اضافي بود، اصولاً براي حالاتي كه تعداد جملات تابع هدف يكي بيشتر از تعداد  :سوال

ها استقلال wكننده  به عبارت ديگر، دستگاه حلّ. ست و يك معادله اضافي داردمتغيّرهاي مستقل باشد جواب يگانه ا

 خطي ندارند، چرا؟ 

. بود( Nيعني )يكي بيشتر از تعداد متغيرهاي مسئله ( Pيعني )در اين مثال، تعداد جملات تابع هدف : نكته

w ،دست آورده و سپس از روي  را به wطور بود كه با استفاده از شرايط نرمال و تعامد، ابتدا  كار نيز اينمسير 
X 

1كنيم كه اگر  توانيم اين حكم كلي را بيان پس، مي. دست آمد هب طور يگانه به NP ريزي  باشد، آنگاه مسئلة برنامه

 :شود هندسي يك مسئلة بهگزيني مقيد به شكل زير مي
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ساخته ( سازي مسئله مينيمم)، چرا كه از روي تابع هدف اصلي 4مسئله معادلگويند  به اين نكته يا مسئله مي

 .است شده

 :است سازي نيز به آن اضافه شده كنيد يك جمله مثل هزينه خالص همان مثال قبلي را در نظر بگيريد، ولي فرض. 3-3مثال

 9 1 1 5

1 1 2 2 1 21000 4 10 2.5 10 9000y x x x x x x       

 :نويسيم شرايط نرمال و تعامد را مي: حل

 
0

0

1

432

421

4321







www

www

wwww

 

 :گيريم مسئله معادل را در نظر مي. دقت شود  تعداد معادلات كم است
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4
 Dual Problem 
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، فرض كنيد از روش (تحت قيود شرايط نرمال و تعامد)را ماگزيمم كنيم yكنيم، يعني بايد هاي بهگزيني مقيد استفاده لذا بايد از تكنيك

 :كنيم خواهيم مسئله را حل جايگزيني مستقيم مي
  تابع هدفجايگزيني در  
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 1پس از حلw ،2w  3وw 4بر حسبw 
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بهتراست برگرديم به مسئلة  "باشد و اصلا گيري بسيار سخت مي معلومست اين مشتقهمانطوركه ! مشتق بگيريم 4wحال بايد نسبت به

 .سازي نامقيد است، تا مسئلة معادل كه مقيد است اصلي كه بهينه
اختلاف  "اصولا. باشد مي 1 5گويند مسئله معادل داراي سختي بزرگترست مي Nدو واحد از Pبه اين مسئله، يعني

 (:چهار جمله، دو متغير مستقل)گيرند، براي اين مثال  بندي در نظر مي عنوان يك تقسيم را به 1Nو Pبين 
 1)12(4)1(  NP 

، مسئله داراي سختي صفر (سه جمله و دو متغير مستقل)تر  ولي براي مثال قبل

 :است

0)12(3)1(  NP 

شود ولي  مي( wبرحسب )طور كلي، مسائل با سختي صفر، منجر به حل پايدار و يگانة يك دستگاه جبري  پس به

كه مسئلة اصلي،  شود، در حالي اگر سختي بزرگتراز صفر باشد، آنگاه مسئلة معادل، يك مسئلة بهگزيني مقيد مي

 .سازي است و بالعكس سازي باشد، آنگاه مسئلة معادل، ماگزيمم شود اگر مسئلة اصلي، مينيممدقت . نامقيدست

توان با روش  كنيم؟ در حالت كلي اين تيپ مسائل را نمي اگر سختي مسئلة معادل منفي باشد، چه –نكته 

) مستقل را فيكس بگيريم  برخي از متغيرهاي "مثلا ،است هايي پيشنهاد شده گرچه روش. كرد ريزي هندسي حل برنامه

 .از جواب برسيم تخمينيتا سختي مسئله معادل صفر شود و به يك ( را كوچك كنيم Nيعني 

 

 :طور خلاصه به

 توان مسئلة معادل را حل در صورتيكه تعداد جملات تابع هدف، يكي بيشتر از تعداد متغيرهاي مستقل باشد، آنگاه مي

ريزي هندسي  باشد، شايد بهتر باشد روش ديگري غير از برنامه1Nبزرگتر از  Pاگر. را بدست آوردwكرد و بطور يگانه 

 .را بدست آورد  6توان فقط تخميني از جواب باشد، آنگاه مي 1Nكوچكتر ازPاتخاذ كنيم و اگر 

 

 ها يا سازي چندجمله بهينه

است و  اكسترممتنها تفاوتي كه دارد اينست كه جواب . ها ديديم Posynomialسازي  ايده، همانست كه در بهينه

نكته كار نيز در . پرداخت( مينيمم، ماگزيمم و نقطة عطف)شده در  فصل قبلي به ارزيابي جواب  بايد از شرايط كافي گفته

 (: posynomialتفاضل دو)باشد جداكردن عبارات بصورت مثبت و منفي مي

 (8-3) 
 Tn
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a
np xxxxxcxcxy pnpn 21

11 1

,)(    
  

 

 :بعد از بازآرايي و بازتركيب روابط

                                                 
5
 Difficulty 

6
 Suboptimal 



‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌هندسي‌ریزي‌برنامه‌-‌3فصل‌

------------------------------------------------------------------------------------- 

 6 

مسئله  
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مسئله  
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 (ريزي هندسي با روش برنامه)سازي تابع هدف زير  مطلوبست حلّ بهينه. 3-4مثال
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 :با توجه به فرم مسئله: حل
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 :شرايط نرمال و تعامد
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  (پس از حل دستگاه )    
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در اينجا )مقدار بهينه 
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 :آيند ها بدست ميpwگيري از روي تعريف و حل مناسب  مقادير بهينه متغيرهاي تصميم
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  (پس ازحل )
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طور مثال،  به)كه به مشكل برخورديد  آيد، در صورتي دست مي دقت كنيد، هميشه مثبت به wy)(به ساختار: نكته

سازي تبديل كنيد  ازي را با يك منفي به تابع هدف، به مسئله مينيممس ، آنگاه مسئله ماگزيمم(مقدار مينيمم منفي باشد

 .بالعكسو 
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