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 هاي  گراديان چندمتغيره، روش توابع، سازي نامقيد ينههب -8فصل 

شود ابعاد و تعداد متغيرهاي  فرض می. شود تابع استفاده می( مشتق)ها، از گراديان  در اين روش -ورود به مطلب

 .باشد بسيار سخت می( هاي مبتنی بر قضيه روش)قدر بزرگ است كه حل غير خطی دستگاه مزبور  سيستم آن

زعمی از خاصيت گراديان  هاي غيرمستقيم نيز هستند، چرا كه به هاي مبتنی بر گراديان موسوم به روش حال، روش اي علی

گام و  جهت جستجوها، اختلاف در  دوباره در اينجا علت تنوع و تكثر روش. كنند استفاده می( همان قضيه معروف)تابع 

 .براي اخذ ايده و قرينه ذهنی به شكل و ادعاي زير توجه كنيد. باشد میجستجو 

 

 

)0(يعنی اگر 
x 1(شروع باشد و نقطه(

x جديد، بايد نقطه)()(
)0()1(

xfxf ، اگر اين جهت را باs  ،نمايش دهيم

)(0   :خواهد بود و بايد در شرط زير صدق كند 8موسوم به جهت فروشو sxfT 

 
 .يك منحنی تراز نمونه براي تابع دومتغيره -1شكل 

 

 :توجه كنيد، ضرب داخلی دو بردار8به شكل : اثبات

cos)()(
)()()(


kkTkT sxfsxf 

شود و نه  كنتور مماس است و مقدار تابع نه زياد می بر sباشد، يك حالت خنثی داريم، چون  90حال اگر 

900شود و اگر  كم می بنابراين، بايد   شود، ، آنگاه هيچ بهبودي نداريم و تابع زياد می90  باشد تا بتوان

 .مقدار تابع را كم كرد

 

 

1
 Descent 

    .«سازي يك جهت جستجوي خوب بايد مقدار تابع هدف را در هر تكرار كم كند براي مسائل مينيمم»
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 «گراديان»كلاسيك  پردازيم و مشخصاً دو روش می( sه جاي دامنه و مكان هندسی ب) sدر ادامه به تعيين جهت 

 . كنيم را بحث تفصيلی می« گراديان مزدوج»و  ((فراشو) 8معروف به تندترين شيب فروشو)

 روش گراديان يا تندترين شيب فروشو

گويد جهت جستجوي خوب، عكس جهتی است  در اين روش، ايده اصلی، مبتنی بر مشتق اول تابع هدف است و می

طور  هلااقل ب)شود  را منجر می f، تندترين يا بيشترين كاهش درfكه تابع بيشترين رشد را دارد، يعنی جهت 

)(:   ؛ يعنی(محلی
)()( kk

xfs  

)(   :تر بگوييم واگر دقيق
)()()()()()()()()1( kkkkkkkkk

xfxsxxxx 

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 k)(طور كه اشاره شد، روش تندترين شيب فروشو، فقط جهت جستجو را بحث كرده است و راجع به  همان

با هم  k)(نحوه تعيينخاطر  ههاي مختلف گراديان يا تندترين شيب فروشو، ب  هر حال، روش هب. است صحبت نكرده

سازي در راستاي جستجو  عدي يا همان بهينهب كي k)(كردن  دو روش متداول وجود دارد، يكی بهينه. دارند تفاوت

MITمعروف به قانون )ثابت  k)(باشد و ديگري  می
و حتی گام بهينه  fدقت شود كه حركت در جهت . باشد می(  

)(k از توابع كوادراتيك روبرو باشيم حالت خاصیشود، مگر اينكه با  الزاماً منجر به حصول مينيمم نمی. 

شده كواردراتيك زير را در نظر بگيريد و يك نقطه شروع نوعی مثل  طور مثال، تابع مقياس هب T22 فرض كنيد: 
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هاي متحدالمركز  مكان كنتوري تابع هدف، دايره

چون ترم تداخل نداريم و هر متغير مقياس )هستند 

هميشه به ، fدقت كنيد جهت  و (ستا شده

كند، يعنی كافيست باندازه مقتضی  اشاره می مركز

 .گام برداريم(opt.)و مناسب 

 
 .شده بدون ترم تداخلی منحنی تراز يك تابع دومتغيره مقياس. 2شكل 

 

به )حال فرض كنيد تابع كوادراتيك و محدب مزبور، مثل مساله فوق، خوب مقياس نشده باشد و همچنين كج باشد 

رسد بايد با يك تبديلی  متوجه اپتيمم نخواهد بود و به نظر می fآنگاه جهت .( تعبيري عناصر غيرقطري صفر نباشد

 

1
 Steepest descent (ascent) Method 

2
 MIT Rule 
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. صاف شود و جهت آن درست شود( افهمف تواند علامت تبديل باشد، در جبر خطی، ماتريس می)

 :به شكل زير نگاه كنيد

همانطور كه معلوم است در هر تكرار، جهت جستجو 

كل خاص مساله، حالت عمود بر كنتور است و به خاطر ش

( زيگزاگ رفتن)به حال اين را . آيد زيگزاگ بوجود می

راحساب  توان بدست آورد، يعنی  براي هر تابع می

 :كنيم
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 .منحنی تراز يك تابع دومتغيره كلی -3شكل 

 

0 خواهيم يعنی می




ix
f (در انتهاي جستجو )0بطوريكه)(

)1(


kT
xfs توان  طور استشمامی هم می هولی ب

را دقيقاً حساب كنيم، چون اين روش، رفتار نسبتاً نامطلوب زير  قدر دقيق باشيم و در هر گام  فهميد كه نياز نيست اين

 :را دارد

نقطه)شويم  يابد ولی وقتی نزديك مقدار بهينه می اول، مقدار تابع به سرعت كاهش می( تكرارهاي)هاي  در گام
x )

 .شود كند میسرعت همگرايی 

 

 روش تندترين شيب( الگوريتم)خلاصه 

)0(يك نقطه اوليه براي شروع مثل : گام اول
x جستجو، نقطه اوليه، هميشه نقطه جاري بعد از شروع . انتخاب كنيد

k)(يا قبلی خواهد بود و با 
x 0دهيم، پس براي گام اول، منظورمان  نمايش میk است. 

njx :اي را چه تحليلی و چه عددي حساب كنيد مقادير مشتقات پاره: گام دوم
x

f k

j

,,1,)(
)( 



 

)( :را بدست آوريد جهت جستجو: گام سوم
)(k

xfs  

)1()()()(  :از رابطه زير، نقطه بعدي را بدست آوريد: گام چهارم kkkk
sxx 

 

k)(براي 
 يا يك مقدار ثابت بگذاريد يا از روش جستجوي راستا، مقدار بهينه آن را بدست آوريد . 

)(مثلاً )محك و معيار پايان كار : گام پنجم
)1( k

xf را با)(
)(k

xfمقايسه كنيد.) 
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 يا گراديان مزدوج 1ريوز -فلچرروش 

طور  ه، جهت جستجو را هميشه مزدوج گراديان انتخاب كرده و ب[5,6]اين روش كه توسط اين دو نفر ابداع شد

دقيق 
 اند اگر تابع كوادراتيك باشد، آنگاه داراي اين خاصيت  همچنين ثابت كرده. آورد دست می هرا در هر گام ب

 :خلاصه الگوريتم. است( كوادراتيك)ست كه داراي سرعت همگرايی درجه دوم ا وبلمط

)0(اي مثل  نقطه شروع اوليه: گام اول
x انتخاب كنيد و مقدار تابع)(

)(k
xf  را محاسبه كرده و جهت جستجو را

)(  :خلاف جهت گراديان در نظر بگيريد
)0()0(

xfs  

)(يعنی)جهت قبلی جستجو را حفظ كنيد : ومدگام 
)0(

xf )1()0()0(  :و يك گام جلو رويد(
sxx   

 .هاي جستجوي راستا بدست آوريد را بطور دقيق توسط يكی از روش *مقدار 

)(مقدار: گام سوم
)1(

xf و)(
)1(

xf  ( تركيب خطی)را حساب كرده و جهت جديد جستجو را به شكل تركيبی

     :زير محاسبه كنيد
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nkهاي متوالی با هم مزدوج هستند و بعد از توان نشان داد كه اين جهت براي يك تابع كوادراتيك می  رتكرا ،

)1(بايد  n
x  0(را جايگزين(

x طور مزدوج حساب  هسيكل درونی بتر، جهات جستجو در يك  عبارت دقيق هب. كنيد

)0(تكرار است و براي شروع مجدد بايد  nاين سيكل داراي . شوند می
x 1(را معادل( n

x  .قرار داد 

 .نكردن، به مرحله سوم برگرديد اتمام، در صورت صدق محكّ: گام چهارم

nkگام : )گام پنجم  )صورت  همحك اتمام ب)(k
s ،0()1(در نظرگرفته و اگر صدق نكرد( 
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 .مرحله اول برگرديد

 

  2ريبيره -پولاكروش 

كردن  جاي مقياس آنها به. [7]است يك واريانت ديگر از گراديان مزدوج توسط پولاك و ريبيره پيشنهاد شده

 اند؛ كردن تغيير گراديان استفاده كرده عملا از مقياس( ريوز-در روش فلچر) گراديان براي انتخاب جهت مزدوج بعدي 
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1
 Fletcher-Reeves 

2
 Polak-Ribiére 
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  1بييله -نحوه شروع پاول

( منفی گراديان)به تندترين شيب   طور متناوب جهت جستجو را بازمقداردهی هاي گراديان مزدوج، به تمامی روش

اين . دهند كنند، يعنی روش استاندارد اينست كه بعد از مقداردهی ، جهت جستجو را معادل منفی گراديان قرار می می

تواند  هايی مثل پيشنهاد پاول بر مبناي ايده بييله وجود دارد كه می نحوه بازشروع، تنها روش موجود نيست، بلكه واريانت

مبناي اين روش بر ميزان اورتوگوناليتی بين گراديان جاري و . [8]سرعت الگوريتم تكرار و جستجو را بهبود بخشد 

برقرار باشد، آنگاه جهت جستجو با ( اورتوگوناليتی)گراديان قبلی استوارست، بدين معنی كه اگر شرط نامساوي زير 

 :شود مقدار منفی گراديان مقداردهی می
2
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 3مولرشده يا روش  گراديان مزدوج مقياس

سازي  هاي جستجو در مراحل ميانی نيازمند بهينه است، بسياري از روش طور كه قبلا نيز مفصلا بحث شده همان

خاطر فراخوانی زياد  براي مسايل با مقياس بزرگ يا توابع هدف پيچيده اين مرحله به. هستند( جستجوي راستا)متغيره  تك

اد بهبود الگوريتم گراديان مزدوج را از طريق جستجوي راستاي بر خواهد بود، لذا مولر پيشنه تابع هدف، زمان

طور  شرح الگوريتم بسيار طولانی و مفصل است و در اينجا مجال بحث آن نيست؛ فقط به. [9]است  شده كرده مقياس

ه خواهد پرداخت( هاي بعدي در فصول و بخش) كه بعدا   خلاصه اساس ايده بر اين قرارست كه مفهوم منطقه قابل اعتماد

 .شود شد جايش با مفهوم گراديان مزدوج عوض می

 

 هاي جستجوي غير مستقيم درجه دوم روش 

، (يعنی كنتورها دايره باشند)يك راه اصلاح روش گراديان، اين است كه در مقام تشابه با حالت خوب مقياس شده 

يعنی تبديل مختصاتی انجام دهيم كه كنتورها در . درمختصات جديدي بدست آيد fكاري كرد كه جهت 

در . اگر اين كار در فضاي جبر خطی صورت بگيرد، عملاً بايد ماتريس تبديل را پيدا كنيم. مختصات جديد، دايره شوند

 .كنيم روش را اصلاح می اين آناليز، از ديدگاه (كه نياز به جبر خطی دارد)ادامه، به جاي محاسبه تبديل مزبور 

عمود بر مماس بر كنتور يا به عبارت ديگر تقريب ( fيا همان ) fبينيم كه جهت  اگر كمی تامل كنيم، می

درجه دوم رسد كه در همان حوالی، اگر از تقريب  به شكل نگاه كنيد، به نظر می. باشد تابع می( تقريب درجه يك)خطی 

يابی درجه دوم، از تقريب فانكشنال حاصل، مينيمم را حدس بزنيم  سيستم استفاده كنيم، بهتر باشد و عملاً مشابه روش ميان

 .يا متشابهاً جهت جستجو را بدست آوريم

 

1
 Powell-Beale 

2
 Reset 

3
 Moller 

4
 Trust Region 
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k)(در نقطه xf)(تقريب درجه دوم  تابع -5 شكل
x. تقريب درجه اول  تابع -4 شكل)(xf در نقطه)(k

x. 

 

 هاي آن روش نيوتن و آنالوگ

در نتيجه ايده تواند اثر انحناء را نيز در نظر بگيرد و  كند، لذا می اين روش از اطلاعات درجه دوم نيز استفاده می

براي محاسبه جهت جستچوي نيوتن،دقت كنيد كه فرض بر كوادراتيك بوده و هم جهت و هم . جستجو را بهبود بخشد

 :طول گام در فرمولاسيون نهفته است
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 (بودن شرط مينيمم)

 

  :بعدي مقايسه كنيد رابطه بالا را با حالت يك  )()(
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صورت كوادراتيك فرض كرد،  هطور تقريبی ب هتوان ب ها و اينكه همه توابع را فقط می براي هماهنگی با بقيه روش

 :كنيم يك طول گام نيز اضافه می
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 

 . مقايسه كنيد(  وجود فاكتور تعديل) 8بعدي روش نيوتن بهبود يافته اين رابطه را با حالت يك: نكته
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





  

)()( طوريكه هب xfxg . 

 

 

1
 Modified Newton Method 
2
 Relaxation factor 
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، باشد و اگر  می 8، معروف به روش نشر برگشتی اطلاعاتمصنوعی هاي عصبی اين روش در آموزش شبكه: نكته

 .نام دارد  مقدار ثابتی نباشد و بلكه در هر تكرار عوض شود، روش برگشتی تطبيقی

:است در اينجا شدهsجهت جستجوي : نكته  )()(
)(1)( kk

xfxHs 
  روش درجه اول مقايسه كنيدو با :

)(
)(k

xfs  مقدار ،  1)(
)(
k

xH  مختصاتی است كه ذكر شد  تبديلهمان. 

)(1، همان رابطه بالاست ولی با 9روش نيوتن اصلی: نكته k.  

 :(1روش نيوتن،)كنند  می دانيم محاسبه ماتريس معكوس سخت است، لذا اكثراً معادله زير را حل می: نكته

)()(
)()()( kkk

xfxxH  

 .تابع كوادراتيك زير را با روش نيوتن مينمم كنيد -1مثال

 









T
x

xxxxxf
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24)(

)0(

21
2
2

2
1 

 (توان با يك تكرار به جواب رسيد گراديان نمی  چون ترم تداخل دارد با روشدقت كنيد : )حل
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
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
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xHxH
xx
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 :توان دستگاه زير را حل كرد ، می براي محاسبه معكوس : روش آلترناتيو
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






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





























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هاي  ترين روش ترين و مدرن ، سريع( v-metricsيا  نيوتن هاي شبه روش)هايش  و آنالوگ( نيوتن)اين روش 

 :هاي زير، اصلاحاتی بويژه روي ماتريس هسيان صورت پذيرفت جستجوي غيرمستقيم هستند ولی بخاطر عيب

 (.هاست گرچه اين عيب همه روش)كند  روش مزبور، الزاماً حل عمومی را پيدا نمی -8

 .است nnروش نيازمند محاسبه ماتريس معكوس يا حل دستگاه  - 

 .باشد می( گراديان و هسيان)روش نيازمند محاسبه تحليلی مشتق اول و دوم  -9

 .سبی است و نه مينيمما اگر در نهايت يا موقع حل، ماتريس هسيان مثبت معين نباشد، جواب يك نقطه زين - 

 

1
 Back propagation 
2
 Back-propagation with Adaptive learning rate 
3
 Original 
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طور كه ذكر  حل هستند ولی همان داراي راه( 8جز مورد )به هر حال هر كدام از موارد گفته شده 

، به اجبار ماتريس هسيان را 8وارتكمار -طور مثال، در روش لونبرگ  هب. باشد شد بيشترين مانور روي ماتريس هسيان می

 .دارند می مثبت نگه

       IxHxHorIxHxH   
)()(

~
)(

~ 11 

دقت شود بايد از . شده هستند تعيين ، ثوابت از پيشيا  طوريكه  هب xH
به جاي ~ xH لازم به . استفاده كرد

را كوچكترين مقدار ويژه  ذكرست كه معمولاً  xHكنند اختيار می. 

 

 ماركوارت –يك نسخه از روش لونبرگ ( الگوريتم)خلاصه 
)0(: اولگام 

x  و تولرانس( )را انتخاب كنيد. 

)0(3و    0kقرار دهيد : گام دوم 10  

)(گراديان: گام سوم
)(k

xf را حساب كنيد. 

)(اگر: گام چهارم
)(k

xf  ،صورت ادامه دهيد اختتام و در غير اينبرقرار بود. 

        : جهت جستجو را انتخاب كنيد: گام پنجم  )()(
)(1)()()( kkkk

xfIxHs 


 

)1()()()(   :نقطه بعدي را محاسبه كنيد: گام ششم  kkkk
sxx 

 

)()(اگر: گام هفتم
)()1( kk

xfxf  برقرار بود، به مرحله بعدي وگرنه به مرحله نهم برويد. 

)1()( :قرار دهيد: هشتم گام

4

1
,1 kkkk    برگرديد به گام سوم ،. 

)1()(قرار دهيد: گام نهم 2 kk  برويد مرحله پنجم ،. 

 

Tk   : هاي ديگري نيز براي بهبود هسيان هست، نظير فاكتوريزاسيون خالتسكی روش: نكته
LLDxH )(

)( 

 .باشد يك ماتريس قطري با عناصر غير صفر میDطوريكه  هب

 DFP –، فلچر و پاول 3روش ديويدن

، ديويدن، معضل منفی شدن ماتريس هسيان را گوشزد كرد و چهار سال بعد فلچر و پاول متدولوژي 8393در سال 

، اين [8]به قول فلچر بنا . روزرسانی ماتريس هسيان را تعميم داده و قضايائی براي سرعت همگرايی آن ارائه دادند به

باشد و ايده اصلی آن  می(  هاي مقياس متغير معروف به روش)نيوتن  هاي شبه ترين روش ترين و مقبول روش در زمره قوي

صورت ماتريس واحد در نظر گرفته  ه، ماتريس تبديل مختصات ب(سيكل درونی)صورت است كه در ابتداي تكرار  به اين

 موتور اگر .شود می روز شده تا در نهايت به معكوس هسيان تبديل بعدي، ماتريس مربوطه بهشود ولی در تكرارهاي  می

)(                      :نمايش دهيمروبرو  صورت به را تكرار
)()()1()()1( kkkkk

xfHxx  
 

)()1()()(           :شود می زرو صورت بهاين به  kH)(ماتريس  kkkk BAHH   

 

1
 Levenberg – Marquardt 
2
 Cholsky 
3
 Davidon 

4
 Variable Metrics 
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)()(هاي  ماتريس , kk BA اند توسط روابط زير ارائه شده: 

  
   

  
   )()()()(

)()()()(

)()(

)1()()1()1()(

),1()1()()1()()1(

)(

)1()()1()(

)1()()1()(
)(



















kkkTkk

TkTkkkkk

k

kkTkk

Tkkkk
k

xfxfHxfxf

HxfxfxfxfH
B

xfxfxx

xxxx
A

 

)0(الگوريتم با جستجو در راستاي گراديان و از نقطه 
x  شود شروع می (0k ): 

)(
)0()0()1()0()1(

xfHxx   

IHكه طوري هب )0( باشد  می( I ماتريس واحد است.) 

هاي دقيق جستجوي راستا استفاده كنيم و تابع هدف به فرم كوادراتيك باشد، آنگاه الگوريتم  اگر از روش: نكته

 .شود تكرار به نقطه بهينه همگرا میnمزبور بعد از 

)()(دو ماتريس: نكته , kk BAاند كه نهايتاً به معكوس هسيان و  و مشابه مشتق اول و دوم پيشنهاد شده ه، طوري نرماليز

)()(هاي  تر، ماتريس عبارت دقيق هجمله خنثی ماتريس واحد برسند، ب , kk BA داراي خواص زير هستند: 




 

n

k

k

n

k

k IHBHA

1

)0(

1

1 , 

 

رسيم،  ، تنها با سه تكرار به جواب میDFPتابع سه متغيره كوادراتيك زير را در نظر گرفته و تحقيق كنيد كه با استفاده از روش  -2مثال

) نقطه اوليه را به دلخواه، مبدا Tx 000
)0(
 )فرض كنيد: 

3313221
2
3

2
2

2
1 6222225)( xxxxxxxxxxxfMinimize  
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 :تكراراستفاده از فرمول 
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12/5(با جستجوي دقيق در راستا) )3( 

)3( ،و با جاگذاري
x آيد كه همان نقطه اپتيمم است صورت زير بدست می هب: 
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 BFGS - 3و شانو 2، فلچر، گلفارب1روش برويدن

يك خاصيت جالب فرمول . باشد ره يا ماتريس تبديل میهبراي به روز كردن ماتريس ب DFPاين روش تعميم روش 

هاي حذف بازه  بلكه حتی با روش، الزامی به استفاده از حل دقيق نيست، optروزرسانی اين است كه براي محاسبه  به

خاطر محدوديت محاسباتی  هاين خاصيت ب. رسد كند و نهايتا به جواب بهينه می يك متغيره مثل فيبوناچی نيز كار می

ها و امكان تجمع خطاي عددي، مورد استقبال كدهاي كامپيوتري براي كاربردهاي صنعتی و مقياس بزرگ شده  كامپيوتر

 :آيد دست می هاست با اين تفاوت كه فرمول تغيير ماتريس تبديل از رابطه زير ب DFPثل روش روند الگوريتم م. است
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1
 Broyden 
2
 Golfarb 
3
 Shanno 
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 1گام وتري تكروش 

ريوز  –هاي غير گراديانی مثل فلچر  و روش BFGS هاي درجه دومی و نيوتنی نظير روش البين  عملا ذاتاين روش 

جويی در حافظه و عمليات محاسباتی زياد  از صرفه زدن بين دو فاميلی مزبور برخاسته  انگيزه اين مصالحه و پل. ميباشد

شود كه ماتريس  در اين روش فرض می. [10]است شده( مقياس متغير يا وتري ) نيوتنی  است كه منجر به اين روش شبه

براي ! باشد باشد، لذا ديگر نيازي به محاسبه معكوس يا حل دستگاه نمی هسيان در مرحله قبلی يك ماتريس يكه می

 .جزئيات بايد به مرجع مربوطه مراجعه كرد
 :، حل كنيدBFGSرا با روش ( DFPروش  )همان مثال قبلی  -9مثال
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 مقدار 2 طور دقيق معادل  هبا مينيمم سازي يك متغيره، ب
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سازي يك متغيره معادل  هاي مينيمم با استفاده از روش )*3( ردامق
6

آيد و با جايگذاري به همان  دست می هب 1
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1
 One Step Secant Algorithm - OSS 



‌------------------------------------------------سازي‌در‌مهندسي‌شيمي‌‌اي‌بهينهه‌شرو
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