
۱ سري تمرين پاسخ

شريف صنعتي دانشگاه فيزيك دانشكده ،۳ كوانتومي مكانيك درس
۱۴۰۱ پاييز

۱ سوال ۱
ثابت مغناطيسي ميدان در را (V = 0) آزاد الكترون يك حركت داريم قصد مساله اين در
شكل صورت اين در مي كنيم. استفاده A = A(x) و ϕ = 0 منظور بدين كنيم. بررسي

صورت: به هاميلتوني

H =
1

2m
(p− e

c
A(x))2. (۱)

بود: خواهد محاسبه قابل نحو اين هايزنبرگ، به تصوير در x مكان عملگر تحول بود. خواهد

mẋ =
i

h̄
[H,mx] =

i

2h̄

[
(p− e

c
A)2,x

]
=

i

2h̄

(
(p− e

c
A)

[
p− e

c
A,x

]
+
[
p− e

c
A,x

]
(p− e

c
A)

) (۲)

بود: خواهد نتيجه صورت اين در و [A, x] = 0 پس است x از تابعي A كه اين به توجه با

mẋ =
i

2h̄

(
−2i h̄(p− e

c
A)

)
= p− e

c
A. (۳)

داشت: خواهيم مكان عملگر بعدي مشتق براي همچنين

mẍ =
i

h̄
[H,mẋ] , (۴)

داشت: خواهيم عبارت اين جاگذاري با پس H = m
2
ẋ2 داريم: پيشين نتيجه ي براساس

mẍi =
im2

2h̄
[ẋjẋj, ẋi] , (۵)

۱



سازي ساده براي كرده ايم. استفاده اينشتين انديس هاي جمع زني قاعده ي از جا اين در كه
مي نويسيم: آوريم. بدست را كتاب 7.13.b معادله ي بايد عبارت اين

[mẋi,mẋj] =
[
pi −

e

c
Ai, pj −

e

c
Aj

]
(۶)

داشت: خواهيم پس [pm, An] =
h̄
i
∂mAn مي دانيم:

[mẋi,mẋj] =
eh̄

ic
(∂j Ai − ∂iAj) (۷)

تانسور ضرب بين معروف اتحاد كمك با مي توان پس Bi = ϵijk∂j Ak مي دانيم: طرفي از
نوشت: لوي-چيويتا

ϵijkBk = ϵijkϵkmn∂mAn = (δimδjn − δinδjm)∂mAn = ∂iAj − ∂j Ai. (۸)
داشت: خواهيم نتيجه در

[mẋi,mẋj] = i h̄
e

c
ϵijkBk. (۹)

كرد: ساده را آن مي توان اكنون مي گرديم، باز (۵) معادله ي به

mẍi =
im2

2h̄
[ẋjẋj, ẋi] =

im2

2h̄
(ẋj [ẋj, ẋi] + [ẋj, ẋi] ẋj)

=
e

2c
ϵijk (ẋj Bk +Bk ẋj) =

e

2c
ϵijk (2ẋj Bk + [Bk, ẋj])

(۱۰)

داريم: نهايي قدم اين براي

[ẋj, Bk] = ϵkmn[ẋj, ∂mAn] =
ϵkmn

m
[pj −

e

c
Aj, ∂mAn] =

ϵkmnh̄

im
∂j∂mAn. (۱۱)

نتيجه و مي شود صفر بررسي مورد جمله ي كنيم، فرض را B برداري ميدان بودن ثابت اگر
شد: خواهد ساده

mẍ =
e

c
ẋ×B (۱۲)

معادله ي B = (0,0,B) دارد: قرار z محور راستاي در مغناطيسي ميدان كه اين فرض با
آمد: خواهد در زير صورت به حركت

mẍ = −ωc τ ẋ, x =

(
x1
x2

)
, τ =

(
0 1
−1 0

)
, ωc = −Be

mc
. (۱۳)

۲



نمايي): تابع بسط كمك به اثبات (قابل زير اتحاد به توجه با

exp(τθ) =
(
cosθ sinθ
−sinθ cosθ

)
, (۱۴)

بود: خواهد زير شكل به mẍ = −ωc τ ẋ ديفرانسيل معادله ي حل
(۱۵)

ẋ(t) = exp(−ωctτ)ẋ(0) =

(
cosωct −sinωct
sinωct cosωct

)
ẋ(0) = (cos(ωct)−τsin(ωct))ẋ(0).

كرد: محاسبه را زمان حسب بر مكان عملگر مي توان نتيجه اين از گيري انتگرال با

x(t) = X +
1

ωc

(sin(ωct) + τcos(ωct))ẋ(0) = X +
1

ωc

τe−ωcτtẋ(0)

= X +
1

ωc

τ ẋ(t)
(۱۶)

براي باشد. عملگر يك مي تواند كلي حالت در كه است انتگرال گيري اي ثابت X جا اين در كه
كرده. استفاده است A = B

2
(−x2,x1) آن در كه خاص پيمانه ي يك از كتاب كار ادامه ي

داشت: خواهيم فوق معادله ي از فرض اين با

X = x− 1

ωc

τ ẋ =

(
x1
x2

)
− τ

mωc

[(
p1
p2

)
+
mωc

2

(
−x2
x1

)]
=

1

2

(
x1
x2

)
− 1

mωc

(
p2
−p1

)
(۱۷)

داريم: (۹) از نخست نوشت. را ممكن جابجايي روابط همه ي مي توان اكنون

[mẋ1,mẋ2] =
ih̄eB

c
. (۱۸)

همچنين:

[X1, X2] = [
1

2
x1 −

p2
mωc

,
1

2
x2 +

p1
mωc

] =
ih̄

mωc

. (۱۹)

طور: همين و

[X1,mẋ1] = [
1

2
x1 −

p2
mωc

, p1 −
mωc

2
x2] = 0, (۲۰)

[X1,mẋ2] = [
1

2
x1 −

p2
mωc

, p2 +
mωc

2
x1] = 0, (۲۱)

[X2,mẋ1] = [
1

2
x2 +

p1
mωc

, p1 −
mωc

2
x2] = 0, (۲۲)

۳



[X2,mẋ2] = [
1

2
x2 +

p1
mωc

, p2 +
mωc

2
x1] = 0, (۲۳)

نوشت: زير شكل به مي توان را معادله چهار اين مجموع
[Xi,mẋj] = 0, (۲۴)

بگيريم: نظر در را زير شكل به تعريف اگر

a =
m(ẋ2 + iẋ1)√

2h̄ωcm
(۲۵)

داد: نشان مي توان صورت اين در

a†a =
m

2h̄ωc

(
ẋ22 + ẋ21 + i(ẋ2ẋ1 − ẋ1ẋ2)

)
=

m

2h̄ωc

(
ẋ2 − i[ẋ1, ẋ2]

)
=

m

2h̄ωc

(ẋ2 − h̄ωc

m
)

(۲۶)

مي دهد: نتيجه H = m
2
ẋ2 كه رابطه اين به توجه با و

H = h̄ωc(a
†a+

1

2
). (۲۷)

كه: چرا است صادق نيز اينجا در كوانتومي هارمونيك نوسانگر مساله ي نتايج

[a†, a] =
m

2h̄ωc

[ẋ2 − iẋ1, ẋ2 + iẋ1] =
m

2h̄ωc

2h̄eB

cm2
= −1. (۲۸)

مي كنيم: معرفي را زير تعريف بعدي قدم در

x± =
x2 ± ix1√

2
, p± =

p2 ∓ ip1√
2

. (۲۹)

است: برقرار زير روابط كميت ها اين بين

[x+, p+] =
1

2
[x2 + ix1, p2 − ip1] = ih̄, (۳۰)

[x+, p−] =
1

2
[x2 + ix1, p2 + ip1] = 0, (۳۱)

[x−, p+] =
1

2
[x2 − ix1, p2 − ip1] = 0, (۳۲)

۴



[x−, p−] =
1

2
[x2 − ix1, p2 + ip1] = ih̄, (۳۳)

نوشت: مي توان كميت ها اين بنابر

a =
1√
h̄ωcm

(
p− − imωc

2
x+

)
=

1

2ir0

(
x+ + 2r20∂x−

)
. (۳۴)

مشابه: صورت به همچنين است. r0 =
√

h̄
mωc

جا: اين در كه

a† =
i

2r0

(
x− − 2r20∂x+

)
. (۳۵)

داريم: پايه حالت در موج تابع براي
a |0⟩ = 0,

(
x+ + 2r20∂x−

)
ψ0(x+, x−) = 0 (۳۶)

شكل: به پاسخي كه ديد مي توان

ψ0 = exp
(
−x−x+

2r20

)
f(x+) (۳۷)

مي كند. صدق فوق ديفرانسيل معادله ي در است نامعين f(x+) تابع كه
از: عبارتند مهم كميت هاي ديگر

X± =
X2 ± iX1√

2
. (۳۸)

داريم:

[X+, X−] =
1

2
[X2 + iX1, X2 − iX1] = − h̄

mωc

= −r20. (۳۹)

X2
1 +X2

2 = 2X+X− + r20 مي كند: بازي ديگري عملگر را هاميلتوني نقش نمايش اين در
اين بردار ويژه دارد، را بالابرنده نقش نوعي به كه X+ عملگر اعمال بار هر كه ديد مي توان

مي برد: بالاتر مشخصي اندازه ي به را عملگر

(۴۰)
(2X+X−+r

2
0)X+ |E⟩ = X+(2X+X−+r

2
0) |E⟩−(2X+[X+, X−]) |E⟩ = (E+r20)X+ |E⟩ .

X2
1 +X

2
2 = 2X+X−+r20 مقدار ويژه كمترين با بردار ويژه داشت انتظار بايد ترتيب اين به

جابجا هم با ẋ و X كه داريم ياد به X− |n⟩ = 0 بشود: صفر X− برنده ي پايين عملگر تحت
پس: باشند داشته نيز مشتركي پايه ي بردار كه داريم انتظار ترتيب اين به مي شوند.

X− |0⟩ = 0 (۴۱)

۵



منظور اين به ساخت. معين را پايه حالت موج تابع مي توان اضافه شرط اين كمك به
مي نويسيم:

X± =
1

2
x± ∓ r20∂mp (۴۲)

از: است عبارت نتيجه پس

X− |0⟩ = 0 =

(
1

2
x− + r20∂x+

)
exp

(
−x−x+

2r20

)
f(x+). (۴۳)

اعمال نمايي جمله ي به (1
2
x− + r20∂x+

) عملگر كرد، بررسي مي توان را فوق معادله ي
خواهد نتيجه مي شود اعمال f(x+) جمله ي به وقتي اما مي شود. صفر نتيجه و مي شود

f(x+) = const. كه: مي كند قيد مشخصا كه r20f
′(x+) = 0 بود:

از: بود خواهد عبارت موج تابع شكل ρ2 = x21 + x22 = 2x+x− كنيم: تعريف اگر
كردن ضرب با را بالاتر انرژي با حالت هاي موج تابع مي توان همچنين ψ0 = Ne−ρ2/4r20

آورد: دست به a† بالابرنده عملگر
ψn = (a†)nψ0 ∝

(
x− − 2r20∂x+

)n exp
(
− ρ2

4r20

)
(۴۴)

داريم: سادگي به سويي از
∂x+F (ρ) = (∂x+ρ

2)F ′(ρ2) = 2x−F
′(ρ2) (۴۵)

نوشت: مي توان فوق عبارت براي پس

ψn ∝ (2x−)
n exp

(
− ρ2

4r20

)
(۴۶)

با كه ديد زير شكل به مي توان را تبهگني اين است، تبهگن انرژي بردار ويژه هر سويي از
را En = h̄ωc(n + 1/2) انرژي با بردارهاي ساير توان مي ψn بردار به X+ عملگر اعمال

آورد. بدست
مي آوريم: بدست x− = −iρe−iϕ صورت: به x− عملگر نوشتن با

ψn = N
1√
n!

1

rn0
einϕρnexp

(
− ρ2

4r20

)
(۴۷)

ارتباط ρ|ψn|2 با ρ فاصله ي در الكترون وجود احتمال توزيع تابع گفت مي توان اكنون
است): متناسب دايره محيط با ρ شعاع به دايره اي نوار در حضور دارد(احتمال

ρ|ψn|2 ∝ ρ2n+1e−ρ2/2r20 . (۴۸)
مي دهد: رخ نقطه  اي چه در تابع اين ماكسيمم پرسيد مي توان

d

dρ
(ρ|ψn|2) = 0 → 2n+ 1

ρ
− ρ

r20
= 0 (۴۹)

ρ = r0
√
2n+ 1 مي دهد: نتيجه سادگي به آن حل كه

۶



۲ سوال ۲
(الف) ۱ .۲

شكل: به شده معرفي پيمانه اي تبديل

A → A′ = A+∇Λ, ϕ→ ϕ′ = ϕ− 1

c

∂Λ

∂t
. (۵۰)

كميت هاي كه را B مغناطيسي و E الكتريكي برداري ميدان هاي كه دارد را خاصيت اين
تبديل براي پيشنهادي فرم مي گذارند. باقي دست نخورده را هستند فيزيكي اندازه گيري قابل

شكل: به موج تابع

ψ(x, t) → ψ′(x, t) = exp

(
i e

h̄ c
Λ(x, t)

)
ψ(x, t). (۵۱)

صورت اين به گذاشت. خواهد باقي دست نخورده را شرودينگر معادله ي كه است تحقيق قابل
]كه:

1

2m

(
h̄

i
∇− e

c
A′

)2

+ eϕ′

]
ψ′ = i h̄

∂

∂ t
ψ′

[
1

2m

(
h̄

i
∇− e

c
(A+∇Λ)

)2

+ e(ϕ− 1

c

∂Λ

∂t
)

]
e

i e
h̄ c

Λψ = i h̄
∂

∂ t
e

i e
h̄ c

Λψ

(۵۲)

كنيم: تعريف چنانچه

D =
h̄

i
∇− e

c
A, D′ =

h̄

i
∇− e

c
(A+∇Λ). (۵۳)

ديد: سادگي به مي توان گاه آن
Dψ′ = De

i e
h̄ c

Λψ = e
i e
h̄ c

ΛDψ +
e

c
(∇Λ)ψ′. (۵۴)

همچنين:
D′f(x, t) = Df(x, t)− e

c
(∇Λ)f(x, t). (۵۵)

داشت: خواهيم فوق عبارت دو تركيب از

D′ψ′ = Dψ′ − e

c
(∇Λ)ψ′ = e

i e
h̄ c

ΛDψ+
e

c
(∇Λ)ψ′ − e

c
(∇Λ)ψ′ = e

i e
h̄ c

ΛDψ. (۵۶)
عمليات: اين تكرار با همچنين

(D′)2ψ′ = e
i e
h̄ c

ΛD2ψ. (۵۷)

۷



داشت: خواهيم (۵۲) معادله ي در نتيجه اين جاگذاري با

(۵۸)
e

i e
h̄ c

λ

[
1

2m

(
h̄

i
∇− e

c
A

)2

+ eϕ

]
ψ − e

c

∂Λ

∂t
e

i e
h̄ c

Λψ = i h̄e
i e
h̄ c

λ ∂

∂ t
ψ − e

c

∂Λ

∂t
e

i e
h̄ c

Λψ

مي رسيم: اصلي شرودينگر معادله ي به فوق معادله ي طرف دو كردن ساده ]با
1

2m

(
h̄

i
∇− e

c
A

)2

+ eϕ

]
ψ = i h̄

∂

∂ t
ψ (۵۹)

مي ماند. باقي دست نخورده شرودينگر معادله ي نتيجه در

(ب) ۲ .۲
فرض مي گيريم. نظر در را ثابت مغناطيسي ميدان با محيط در الكترون حركت مساله ي

يعني: باشد. صفر مغناطيسي ميدان بردار فضا از ناحيه اي در مي كنيم
B = 0 → ∇× A = 0 → A = ∇Λ (۶۰)

نوشت: مي توان و

Λ(x) =

∫ x

x0

ds.A(s) (۶۱)

مي كنيم: يادآوري را محيطي چنين در شرودينگر معادله ي
1

2m

(
h̄

i
∇− e

c
A

)2

ψ = i h̄
∂

∂ t
ψ (۶۲)

در الكترومغناطيس پتانسيل اثر مي توان A′ = A − ∇Λ = 0 مناسب: پيمانه اي تبديل با
برد: بين از را شرودينگر معادله ي

1

2m
(
h̄

i
∇)2ψ′ = i h̄

∂

∂ t
ψ′ (۶۳)

داشت توجه بايد ولي است. خلا در آزاد انتشار همان خارجي پتانسيل نبود صورت در كه
ψ′ يافته ي تبديل موج تابع براي شرودينگر معادله كه مي آيد دست به نتيجه اين صورتي در

دارد: فيزيكي موج تابع با را زير رابطه ي كه شود نوشته

ψ = ψ′exp
(
ie

h̄c
Λ

)
. (۶۴)

۸



كتاب. ۳ .۷ شكل در شده رسم صورت به بگيريد نظر در را دوشكاف آزمايشي چينش اكنون
يك طريق (از شكاف دو ميان از مغناطيسي شار گذر معمول، دوشكاف با آزمايش اين تفاوت
از نقطه يك به و بگذرد شكاف از ۲ و ۱ مسير دو از نور اگر است. بي نهايت) طول به پيچ سيم
انتشار موج تابع و فيزيكي موج تابع بين رابطه ي حالت ها اين دوي هر در كند، برخورد پرده

از: است عبارت آزاد

ψ1,B = ψ1,0exp
(
ie

h̄c

∫
1

ds.A(s)

)
(۶۵)

ψ2,B = ψ2,0exp
(
ie

h̄c

∫
2

ds.A(s)

)
(۶۶)

داشت: خواهيم دو اين تجميع با

ψB = ψ1,0exp
(
ie

h̄c

∫
1

ds.A(s)

)
+ ψ2,0exp

(
ie

h̄c

∫
2

ds.A(s)

)
(۶۷)

از: است عبارت دو اين مسير از ناشي فاز ∫اختلاف
1

ds.A(s)−
∫
2

ds.A(s) =

∮
ds.A(s) =

∫
da.curlA = ΦB (۶۸)

نوشت: مي توان وسيله اين به

ψB =

(
ψ1,0exp

(
ie

h̄c
ΦB

)
+ ψ2,0

)
exp

(
ie

h̄c

∫
2

ds.A(s)

)
(۶۹)

شرط اكنون مي شود. نوشته ψi,0 ∝ eikri√
ri

شكل به آزاد انتشار موج تابع استوانه اي موج براي
از: بود خواهد عبارت باشند داشته سازنده فاز فوق عبارت در پرانتز درون جمله دو كه اين

kr1 +
e

h̄c
ΦB − kr2 = 2πn. (۷۰)

اتفاق اين كند، جابجا را پرده روي تداخلي طرح مي تواند مغناطيسي شار كه مي كنيم مشاهده
است. نكرده گذر داشته مغناطيسي ميدان كه ناحيه اي از الكترون كه مي دهد رخ حالي در

است. آهارونوف-بوهم اثر به موسوم اثر اين

۹


