
۳ سري تمرين پاسخ

شريف صنعتي دانشگاه فيزيك دانشكده ،۳ كوانتومي مكانيك درس
۱۴۰۱ پاييز

۱ سوال ۱
λ قطبش و k⃗ موج بردار با فوتون تابش توسط كه n و m حالت دو ميان گذار آهنگ براي

داريم: مي شود، انجام

Γm→n,k,λ =
(2π)2e2

kc
δ(Em −En − h̄ c k)×

∣∣∣∣⟨n| ∫ d3x j(x).ϵ∗k,λ
e−ik.x

√
V

|m⟩
∣∣∣∣2 (۱)

صورت: به خروجي موج فوريه ي تبديل اعمال با

jk =

∫
d3x j(x) e−i k.x (۲)

داشت: خواهيم

Γm→n,k,λ =
(2π)2e2

kcV
δ(Em − En − h̄ c k)

∣∣⟨n| jk(x).ϵ∗k,λ |m⟩
∣∣2 (۳)

از: است عبارت سوال صورت در استفاده شده بسط

jk = j0 − i

∫
d3x j(x)(k.x) + ... (۴)

جمله اين در انتگرال ده داريم. گذار آهنگ در را دوم جمله ي نقش كردن دنبال قصد اكنون
كرد: بازنويسي زير شيوه به مي توان را
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نوشت: شيوه اين به مي توان را فوق عبارت نتيجه ي در نخست جمله ي
1

2

((
j(x).ϵ∗k,λ

)
(k.x)−

(
x.ϵ∗k,λ

)
(k.j)

)
= (k× ϵ∗k,λ).(x× j) =

1

m
(k× ϵ∗k,λ).L (۶)

نمي كنيم. بررسي جا اين در را است الكتريكي چهارقطبي تابش به مربوط كه دوم جمله ي
بگيريم: نظر در را زير صفر غير حالت هاي همه ي كافيست 16.79 روابط اثبات براي

⟨l′,m′| (k × ϵ∗k,λ).L |l,m⟩ (۷)

خواهد اين فوق عبارت بودن صفر غير براي ضروري شرط ، [L2, L⃗] = 0 كه اين به توجه با
.l = l′ كه: بود

توليد صفر غير جملات m = m′ كه مي كند فراهم را شرايطي Lz جمله ي ديگر سوي از
دو اين چون بيايد، بيرون Ly و Lx مولفه هاي از مي تواند همچنين صفر غير نتيجه ي كند.
از: است عبارت صفر غير باقي مانده ي حالت تنها پس نوشت، L± حسب بر مي توان را مولفه

.m = m′ ± 1

۲



۲ سوال ۲
بسيار ضخامت با پوسته ي يك شكل به كروي تقارن با پتانسيل يك بررسي به پرسش اين در

فرم: به نازك

V (r) = −λ
h̄2

2m
δ(r − a). (۸)

بگيريم: كمك y = r/a بعد: بدون كميت هاي از اگر بپردازيم.

δ(r − a) = δ(a(y − 1)) =
1

a
δ(y − 1) (۹)

مي دهد: نتيجه كه

V (y) = −λ
h̄2

2ma
δ(y − 1) (۱۰)

فرض با كتاب، 17.2 بخش در ( [17.2] ) شرودينگر شعاعي معادله ي جواب هاي عمومي فرم
گرفتن نظر در با بايد است. گرفته قرار بررسي مورد ثابت، پتانسيل با ناجيه اي در گرفتن قرار
از: عبارتند ناحيه دو اين مساله اين در ساخت. متصل هم به را نواحي اين مرزي شرايط

. a < r و 0 < r < a
نظر مورد ديفرانسيلي معادله ي كه اين و ديراك، دلتاي نوع از پتانسيل وجود به توجه با
بودن ثابت همان كه R′(a+) = R′(a−) مرزي شرط ديگر داريم انتظار است، دو درجه ي
بدين بياوريم. بدست را مرزي شرط اين جايگزين بايد نباشد. صادق است مرز در مشتق

مي كنيم: شروع كامل معادله ي از ]منظور
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2m

h̄2 (E − V )

]
R(r) = 0 (۱۱)

اعمال را ϵ → 0 و كنيم انتگرال گيري r = (a − ϵ, a + ϵ) ناحيه ي در فوق عبارت از اگر
مي آوريم: بدست كنيم

(۱۲)∫ +
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R dr−
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−

2m

h̄2 V R dr = 0

بود: خواهد نتيجه و
R′(a+)−R′(a−) + R(a)λ = 0. (۱۳)

كند. كفايت مساله اين حل براي بايد R(a+) = R(a−) همراه: به مرزي شرط اين
ناحيه ي براي ديفرانسيلي معادله ي حل كتاب، 17.3 بخش در شده ارائه حل راه اساس بر
نظر در با جواب اين .κ =

√
−2mE/h̄ كه است R(r) = Ajl(iκr) صورت به r < a

ديگر سوي از r > a ناحيه ي براي آمده. بدست r → 0 حد در جواب نشدن واگرا گرفتن

۳



پيدا نزول نمايي صورت به r → ∞ حد در تا است R(r) = Bh
(1)
l (iκr) صورت: به جواب

داد: خواهند بدست مرزي شرايط كند.
Ajl(iκa) = B h

(1)
l (iκa) (۱۴)

B h
(1)
l

′(iκa)− Aj′l(iκa) + λA jl(iκa) = 0 (۱۵)
داشت: خواهيم l = 0 حالت: براي

A
sinh(κa)

κa
= B

sin(iκa)− icos(iκa)

iκa
= −B

1

κa
e−κa (۱۶)
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κa2
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sinh(κa)

κa
= 0 (۱۷)

داشت: خواهيم معادله دو تركيب با

B
eξ

a
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ξ
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(
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(
1

ξ
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= 0
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1

ξ
)− cosh(ξ) +

sinh(ξ)

ξ
(1 + g) = 0

tanh(ξ) =
ξ

g − ξ

(۱۸)

0 < g < 1 حالت در معادله اين مي كنيم مشاهده فوق نهايي نتيجه ي سمت دو هر رسم با
ندارد. باشد داشته همخواني ξ > 0 شرط با كه جوابي هيچ

۴



داشت. خواهد جواب يك نمودار مشابه g > 1 حالت در ولي
ب: بخش

داشت: خواهيم (۱۵) و (۱۴) مرزي شرايط به بازگشت با

1

h
(1)
l (ika)

d

dr
h
(1)
l (ika)− 1

jl(ika)

d

dr
jl(ika) + λ = 0 (۱۹)

بعد: بدون متغيرهاي از استفاده با

ik

(
h
(1)′

l (x)jl(x)− j
′

l(x)h
(1)
l (x)

h
(1)
l (x)jl(x)

)
(x=ika)

+ λ = 0 (۲۰)

داريم: كه نحو اين به كرد ساده را فوق رابطه ي مي توان

h
(1)′

l (x)jl(x)− j
′

l(x)h
(1)
l (x) =

i

x2
(۲۱)

اين جاگذاري با .۳ ويراست آرفكن رياضي-فيزيك كتاب از 11.7.20 تمرين به شود رجوع
مي آوريم: بدست عبارت

1

h
(1)
l (ika)jl(ika)

= −λ k a2 (۲۲)

مي كنيم: بررسي بزرگ بسيار و كوچك بسيار ξ = ka حد دو در را معادله اين رفتار

− 1

h
(1)
l (iξ)jl(iξ)

= gξ (۲۳)

داريم: ξ >> 1 براي
(۲۴)

ξ >> 1 f(ξ) = − 1

h
(1)
l (iξ)jl(iξ)

= − 1

− i
iξ
e−ξ−ilπ/2 1

iξ
sin (iξ − lπ/2)

= 2ξ2

ديگر: حالت در و
(۲۵)

ξ << 1 f(ξ) = − 1

h
(1)
l (iξ)jl(iξ)

= − 1
(iξ)l

1×3×...×(2l+1)
(−i)1×3×...×(2l−1)

(iξ)l+1

= ξ(2l+1)

شبيه كوچك هاي ξ در كه، شناخت گونه اين را (۲۳) معادله ي چپ سمت مي توان پس
2ξ2 سهمي به آن رفتار مي شود بيشتر ξ چه هر و مي كند رفتار (2l + 1)ξ خطي معادله ي
همواره نگيرد، قرار gξ نمودار زير كوچك، ξ در اگر نموداري جنين مسلما مي شود. نزديك تر
جواب كه حالتي تنها سبب، اين به داشت، نخواهد وجود تقاطعي هيچ و بود خواهد آن بالاي
باشد برقرار شرط اين اگر باشد. g > 2l + 1 كه: است حالتي باشد داشته وجود صفر غير
آن از و دارد gξ به نسبت شديد تري رشد 2ξ2 سهمي كه چرا داشت خواهيم جواب يك تنها

نمي ماند. عقب
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